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Abstract
In this thesis, we study the problem of estimating position and velocity of aerospace
vehicles, in particular satellites, using signals from Global Navigation Satellite Systems
(GNSS). We focus on the case where such an assessment is carried out in real time (or
with minimal delay, tolerable depending on the application) and based on measurements
taken on board the vehicle itself, a situation commonly referred as navigation.
GNSS’s measurements, related to the distance between the satellite and the receiver
(pseudo-range) and the rate of change of this distance (doppler), are affected by various
factors that induce both systematic and random errors. For the former, models are generally
used to discount or at least reduce their effect, while statistical filtering methods are used
to mitigate the effect of random errors. Most of these filtering methods use information on
the temporal evolution of the states of the vehicle, information that is obtained based on a
model of the vehicle’s expected dynamics. Since these models are of a nonlinear nature, and
that measurements obtained with the GNSS signals are related nonlinearly with the states,
the estimation problem is also nonlinear.
We propose different state variables models (describing the temporal evolution with
different levels of complexity) in line with the dynamics of the vehicles studied. We analyze
and compare the performance of various non-linear filtering schemes such as Extended
Kalman Filter (EKF), with different variants of “tuning” for each of them. To this end,
we propose and synthesize various simulation scenarios with differents restrictions in satellite
visibility and GNSS constellations geometry, among other situations of practical interest; and
establish performance metrics that allow a contrast between the different variants analyzed.
The possibility of having measurements of both GPS and GLONASS, the two currently
operating GNSS systems, is of particular interest in applications such as the one studied. For
instance, working with systems whose operation is completely independent can increase the
reliability of the navigation solution in a scenario of failure of one of the systems involved;
and moreover, combining measurements from both systems helps minimize and substantially
reduce the estimation error in the navigation solution. We also propose and analyze different
filtering schemes that incorporate measurements of these two GNSS systems.
Finally, we analyze the results obtained during the operation in orbit of a GPS receiver
xi
xii
completely designed and built in the working group, which was integrated onboard the
argentine SAC-D satellite, launched on June 10, 2011 and ended its operational service on
June 8, 2015. We analyze the results obtained with the filtering strategy implemented on
board and through post-processing of the data obtained during the mission. This allows us
to show, through real data use, the improvements that can be obtained in navigation using
properly designed filtering schemes.
Resumen
En esta tesis estudiamos el problema de estimacio´n de posicio´n y velocidad de veh´ıculos
aeroespaciales, en particular satelitales, utilizando las sen˜ales de los Sistemas Globales de
Navegacio´n por Sate´lite (GNSS). Nos enfocamos en el caso en el que tal estimacio´n se lleva
a cabo en tiempo real (o con un mı´nimo retardo, tolerable segu´n la aplicacio´n) y en base
a mediciones tomadas a bordo del propio veh´ıculo, situacio´n habitualmente denominada
navegacio´n.
Las mediciones que se obtienen con los sistemas GNSS, relacionadas con la distancia
sate´lite receptor (pseudo-rango) y con la tasa de cambio de dicha distancia (doppler), se
encuentran afectadas por diversos factores que inducen errores tanto sistema´ticos como de
naturaleza aleatoria. Para los primeros en general se recurre a la utilizacio´n de modelos que
permiten descontar o al menos reducir su incidencia, mientras que para mitigar el efecto de
los errores de naturaleza aleatoria se recurre a me´todos de filtrado estad´ıstico. La mayor´ıa de
estos me´todos de filtrado emplea informacio´n sobre la evolucio´n temporal de los estados del
veh´ıculo, obtenida en base a un modelo de su dina´mica esperada. Dado que estos modelos son
de naturaleza no lineal, y que las mediciones obtenidas con las sen˜ales GNSS se relacionan
de manera no lineal con los estados, el problema de estimacio´n resulta tambie´n no lineal.
Planteamos diversos modelos en variables de estado (que describen la evolucio´n temporal
con diferente grado de complejidad) acordes a la dina´mica de los veh´ıculos estudiados.
Analizamos y comparamos el desempen˜o de varios esquemas de filtrado no lineal como por
ejemplo el filtro de Kalman Extendido (EKF), con diferentes variantes de “sintonizacio´n”
de cada uno de ellos. Para ello, proponenemos y sintetizamos escenarios de simulacio´n que
reflejan por ejemplo, diferentes restricciones a la visibilidad de los sate´lites y geometr´ıa de
las constelaciones GNSS, entre otras situaciones de intere´s pra´ctico; proponeniendo me´tricas
de desempen˜o que permiten realizar un contraste entre las diferentes variantes analizadas.
La posibilidad de contar con mediciones de los sistemas GPS y GLONASS, los dos sistemas
GNSS actualmente operativos, resulta de particular intere´s en aplicaciones como la estudiada,
ya que por un lado al tratarse de sistemas cuya operacio´n es completamente independiente
permite aumentar la fiabilidad de la solucio´n de navegacio´n frente a un escenario de falla
de uno de los sistemas involucrados; y por otra parte, la combinacio´n de mediciones de
ambos sistemas permite aumentar la disponibilidad y reducir considerablemente el error
xiii
xiv
de estimacio´n en la solucio´n de navegacio´n. Proponemos y analizamos adema´s diferentes
esquemas de filtrado que permiten incorporar mediciones de estos dos sistemas GNSS.
Finalmente, analizamos los resultados obtenidos durante la operacio´n en o´rbita de un
receptor de GPS completamente disen˜ado y construido en el grupo de trabajo, que fue
integrado a bordo del sate´lite argentino SAC-D, puesto en o´bita el 10 de Junio de 2011 y que
concluyo´ su servicio operativo el 8 de Junio de 2015. Analizamos los resultados obtenidos con
la estrategia de filtrado implementada a bordo y mediante post-procesamiento de los datos
obtenidos durante la misio´n, permitiendo mostrar con datos reales las mejoras que pueden
obtenerse en la navegacio´n utilizando esquemas de filtrado adecuadamente disen˜ados.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Ha´blame, Musa, de aquel varo´n de multiforme ingenio que, despue´s de destruir
la sacra ciudad de Troya, anduvo peregrinando largu´ısimo tiempo, vio las
poblaciones y conocio´ las costumbres de muchos hombres y padecio´ en su a´nimo
gran nu´mero de trabajos en su navegacio´n por el Ponto, en cuanto procuraba
salvar su vida y la vuelta de sus compan˜eros a la patria. Mas ni aun as´ı pudo
librarlos, como deseaba, y todos perecieron por sus propias locuras. ¡Insensatos!
Homero, Odisea.
Navigare necesse est, vivere non est necesse.
Cnaeus Pompeius Magnus.
Navega el navegante aunque sepa que jama´s tocara´ las estrellas que lo gu´ıan.
Eduardo Galeano, Espejos.
El te´rmino navegacio´n proviene de las ra´ıces del lat´ın navis (nav´ıo, embarcacio´n), y agere
(conducir, guiar); y en te´rminos generales se utiliza para designar al proceso que permite
conducir a una persona o veh´ıculo a trave´s de su movimiento entre dos puntos cualesquiera,
siguiendo una trayectoria establecida. En esta definicio´n podemos distinguir el concepto de
determinacio´n de la trayectoria, lo que aqu´ı entenderemos como determinacio´n del vector
de estados del veh´ıculo, t´ıpicamente posicio´n y velocidad (y eventualmente orientacio´n) en
cualquier instante dado; y el concepto de guiado, lo que corresponde a controlar y dirigir los
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actuadores de que se disponga a los efectos de que el veh´ıculo alcance la meta establecida,
desplaza´ndose por la trayectoria deseada.
En el alcance de nuestro trabajo, acotaremos esta definicio´n para referirnos ma´s
precisamente a la estimacio´n de la posicio´n y la velocidad de un veh´ıculo en movimiento,
en el instante presente o con un mı´nimo retardo tolerable segu´n la aplicacio´n, en base a
mediciones tomadas por instrumentos colocados a bordo del propio veh´ıculo. Quiza´s una
definicio´n ma´s precisa del te´rmino podr´ıa ser estimacio´n de estados para la navegacio´n; pero
por simplicidad lo denominaremos simplemente navegacio´n.
Una de las tecnolog´ıas modernas que permiten llevar a cabo esta estimacio´n son los
denominados Sistemas Globales de Navegacio´n por Sate´lite o´ GNSS (por las siglas en ingle´s
de Global Navigation Satellite Systems). En la actualidad existen dos sistemas GNSS que
se encuentran ciento por ciento operativos, el sistema norteamericano GPS (de sus siglas en
ingle´s, Global Positioning System) y el sistema ruso GLONASS (de sus siglas en idioma ruso
transliterado, GLObal’naya NAvigatsionnaya Sputnikovaya Sistema). Adema´s, existen otros
sistemas GNSS en etapa de disen˜o o desarrollo, de los cuales los ma´s avanzados son el sistema
Galileo de la Unio´n Europea, y el sistema BeiDou de la Repu´blica Popular China.
Cualesquiera de estos sistemas permite a un usuario, equipado con el receptor
correspondiente, obtener de manera pra´cticamente continua la informacio´n sobre posicio´n,
velocidad y tiempo necesaria para la mencionada operacio´n de navegacio´n, dondequiera que
este usuario se encuentre sobre la superficie terrestre. Para ello, cada sistema posee una
constelacio´n de sate´lites que transmiten sen˜ales electromagne´ticas que permiten, mediante
un procesamiento adecuado, estimar la distancia (lo que se conoce como capacidad de
ranging) y velocidad relativa entre el receptor (ma´s exactamente, el centro de fase de la
antena del receptor) y el sate´lite que las transmite; adema´s de transportar informacio´n que
permite conocer la posicio´n y velocidad del propio sate´lite transmisor. El receptor del usuario
interviene de manera pasiva en el sistema, dado que u´nicamente recibe las sen˜ales transmitidas
desde los sate´lites (no transmite informacio´n hacia el sistema) lo cual permite brindar servicio
a un nu´mero ilimitado de usuarios. Las principales limitaciones de cobertura esta´n dadas por
las condiciones de propagacio´n de estas sen˜ales electromagne´ticas.
Desde la puesta en o´rbita en el an˜o 1957 del primer veh´ıculo satelital construido por
el hombre, el sate´lite Sputnik I, por la entonces Unio´n de Repu´blicas Socialistas Sovie´ticas
(URSS); los sate´lites han mostrado su utilidad en diferentes campos entre los cuales podemos
citar: la obtencio´n de mediciones in-situ de la atmo´sfera alta y la magneto´sfera terrestre; la
observacio´n global de la Tierra con una gran variedad de instrumentos como ca´maras en las
variadas regiones del espectro y radares tanto activos como pasivos (tanto para aplicaciones
cient´ıficas como militares); la instalacio´n de telescopios que, evitando la distorsio´n de la
atmo´sfera terrestre, habilitan una exploracio´n del universo en diversas regiones del espectro
electromagne´tico; el establecimiento de enlaces de comunicaciones; adema´s de los previamente
mencionados sistemas GNSS (Montenbruck y Gill, 2012).
Asociado al desarrollo de los veh´ıculos satelitales, se encuentra el desarrollo de los veh´ıculos
lanzadores necesarios para la colocacio´n en o´rbita. En general, a los veh´ıculos satelitales en
conjunto con los cohetes lanzadores (adema´s de una gran variedad de otros veh´ıculos) se los
clasifica dentro de la categor´ıa de veh´ıculos aeroespaciales.
La navegacio´n de este tipo de veh´ıculos es uno de los campos en los que resultan de
gran utilidad la utilizacio´n de los receptores GNSS tanto como u´nico instrumento encargado
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de estimar posicio´n y velocidad, como integrado con un conjunto de otros instrumentos
como acelero´metros, giro´scopos, magneto´metros, etc. Esta aplicacio´n, presenta una serie de
exigencias tanto sobre el disen˜o de los receptores como en los algoritmos de procesamiento
y de navegacio´n, que pra´cticamente imposibilita la utilizacio´n de receptores comerciales (de
consumo masivo).
Una de estas limitaciones pra´cticas, en el caso de GPS, es la impuesta por el Departamento
de Defensa de los Estados Unidos, que exige que los receptores comerciales posean cotas
ma´ximas de altura y velocidad (p. ej., 60 000 pies y 1000 millas na´uticas por hora1), las que
se encuentran por debajo de las condiciones de funcionamiento de un veh´ıculo aeroespacial.
Adema´s, en general las rutinas de adquisicio´n y seguimiento de sen˜al y los algoritmos de
procesamiento que incorporan los receptores comerciales no esta´n preparados para operar en
las condiciones de dina´mica media o alta de un veh´ıculo aeroespacial.
Por otra parte, las aplicaciones aeroespaciales exigen grados de fiabilidad que en general
no esta´n contemplados en el disen˜o de los receptores comerciales. Estos factores, sumados
a consideraciones de soberan´ıa e independencia tecnolo´gica, hacen que resulte de gran
importancia el desarrollo de receptores GNSS de altas prestaciones, ligado al desarrollo de
los mencionados veh´ıculos.
Esta tesis se enmarca en lo que podemos indicar como el cruce o interseccio´n de tres
campos o disciplinas: los veh´ıculos aeroespaciales, los sistemas GNSS y los algoritmos de
navegacio´n, esquematizado en la figura 1.1. En la interseccio´n de dos de estos campos podemos
identificar aplicaciones como la navegacio´n de veh´ıculos aeroespaciales mediante la utilizacio´n
de otro tipo de sensores (no necesariamente GNSS), la utilizacio´n de los sistemas GNSS en
veh´ıculos aeroespaciales para tareas que exceden la navegacio´n (instrumentos de ciencia), y el
empleo de sistemas GNSS en navegacio´n de otro tipo de veh´ıculos (que exceden ampliamente
a la de los veh´ıculos aeroespaciales).
Veh´ıculos
Aeroespaciales
N
avegacio´n
G
N
S
S
Figura 1.1: Esquema de los campos o disciplinas involucrados en la tesis.
Si bien varios de los algoritmos analizados se extienden a la navegacio´n de diferentes
veh´ıculos, nos enfocaremos en particular en los denominados sate´lites de o´rbita baja o LEO.
Luego de establecer de manera sucinta las definiciones y principales aplicaciones de los LEO,
1Que equivalen respectivamente a 18 288 metros y 1852 km/h o´ 514 m/s.
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analizaremos los antecedentes de utilizacio´n de receptores GNSS en la navegacio´n de este
tipo de veh´ıculos. Finalmente, haremos un breve repaso de la evolucio´n de los desarrollos
argentinos en materia de veh´ıculos aeroespaciales.
1.1. Sate´lites LEO
Si bien los l´ımites no son estrictos, se denomina t´ıpicamente O´rbita Baja Terrestre (LEO,
de Low Earth Orbit) a aquella cuya altitud se encuentra entre los 200 km y los 2000 km, y
sate´lite LEO a un sate´lite ubicado en una de estas o´rbitas.
Los requerimientos de diversas aplicaciones en conjunto con las restricciones te´cnicas y
comerciales de los veh´ıculos lanzadores existentes, han dado lugar a que la gran mayor´ıa
de los sate´lites actuales se ubiquen en o´rbitas LEO pra´cticamente circulares con altitudes
entre los 300 km y los 1500 km (Montenbruck y Gill, 2012). En las o´rbitas demasiado bajas,
el excesivo roce con la atmo´sfera provoca una ra´pida pe´rdida de energ´ıa y decaimiento del
veh´ıculo, mientras que o´rbitas demasiado altas requieren mayores potencias en los enlaces de
comunicaciones, adema´s de demandar una energ´ıa mayor para la puesta en o´rbita.
Una de las principales aplicaciones de los sate´lites LEO consiste en la observacio´n de la
Tierra desde el espacio mediante sensores remotos, lo cual ha cambiado la percepcio´n del
mundo, habilitando por primera vez en la historia una visio´n del mismo como un sistema
total. Esto ha dado lugar a modificaciones radicales en diferentes disciplinas cient´ıficas tales
como la meteorolog´ıa, la oceanolog´ıa, la hidrolog´ıa, la geolog´ıa, la geograf´ıa, la silvicultura, la
agricultura, la geodina´mica, las interacciones Sol-Tierra, entre muchas otras (Kramer, 2012).
Los sate´lites LEO tambie´n se utilizan para proveer servicios de telecomunicaciones como
por ejemplo la constelacio´n de sate´lites Iridium (Bates, 2002); para la observacio´n del espacio
siendo uno de los mayores ejemplos el telescopio espacial Hubble; entre otras aplicaciones.
Un concepto novedoso en la tecnolog´ıa satelital consiste en la utilizacio´n de mu´ltiples
sate´lites pequen˜os volando en formacio´n de forma coordinada para lograr el mismo objetivo
que un sate´lite ma´s grande y generalmente ma´s costoso. Este concepto presenta los
siguientes beneficios potenciales: los disen˜os resultan ma´s simples y con menores tiempos de
construccio´n, el reemplazo es ma´s econo´mico y se permite una mayor redundancia, y permiten
lograr una mayor resolucio´n en diversas aplicaciones (NASA-GSFC, 2001). Cabe mencionar
que estos sate´lites ma´s pequen˜os pueden ser puestos en o´rbita mediante la utilizacio´n de
lanzadores menos potentes y ma´s econo´micos.
Completando la clasificacio´n segu´n la altura, se denomina t´ıpicamente O´rbita Media
Terrestre (MEO, de Mean Earth Orbit) a aquella cuya altitud se encuentra entre los 2000 km
y los 35 786 km; O´rbita Geosincro´nica Terrestre (GEO, de Geosynchronous Earth Orbit) a
aquella con una altitud de 35 786 km; y O´rbita Alta Terrestre (HEO, de High Earth Orbit)
a aquella con una altitud mayor a 35 786 km. A los sate´lites ubicados en cada una de estas
o´rbitas se los denomina sate´lites MEO, sate´lites GEO y sate´lites HEO, respectivamente. Las
constelaciones de los diferentes sistemas GNSS esta´n compuestas de sate´lites MEO, mientras
que los sate´lites GEO son utilizados principalmente como enlaces de comunicaciones2.
2Algunos sistemas GNSS utilizan sate´lites GEO para transmitir correcciones va´lidas en ciertas regiones,
como parte de lo que se denominaGNSS augmentation, que entre otras importantes aplicaciones, esta´ orientada
1.2. UTILIZACIO´N DE GNSS EN SATE´LITES LEO 5
1.2. Utilizacio´n de GNSS en sate´lites LEO
La utilizacio´n de receptores GNSS en sate´lites LEO ofrece una serie de ventajas con
respecto a otros me´todos pre-existentes. En primer lugar, por la ubicacio´n relativa de los
sate´lites LEO con respecto a los sate´lites de las constelaciones GNSS, la disponibilidad de
mediciones es similar a la observada en tierra, con la ventaja que en estas aplicaciones no
existen pra´cticamente obsta´culos para la visibilidad, y existen menos fuentes de multicamino
e interferencia. En general, los compromisos de la visibilidad esta´n dados por la orientacio´n
de la antena receptora, ante cambios de la orientacio´n de los veh´ıculos por otros requisitos
de la misio´n (orientacio´n de paneles solares, orientacio´n de diversos instrumentos, maniobras
de supervivencia y/o correccio´n de o´rbita); el multicamino esta´ dado por las reflexiones en
la estructura del sate´lite, lo que presenta un escenario al menos controlable, que permite
tomar medidas para su mitigacio´n3; mientras que las principales fuentes de interferencia
electromagne´tica provienen de los propios instrumentos a bordo del sate´lite, nuevamente
contando con un escenario al menos previsible. Es decir, que en principio, y salvo fallas en
el propio sistema GNSS, se puede garantizar un alto porcentaje de cobertura en cualquier
punto de la trayectoria.
En segundo lugar, la utilizacio´n de receptores GNSS se presenta como una opcio´n de bajo
costo en relacio´n a otros me´todos, tanto en el instrumental y consumo de potencia requerido a
bordo del sate´lite como en la necesidad de disposicio´n de estaciones de seguimiento en tierra.
En este sentido Rush (2000) establece la comparacio´n con la te´cnica radiome´trica consistente
en medir la distancia a las antenas de comunicaciones ubicadas en tierra, o en el caso que
existan, a los sate´lites de retransmisio´n GEO. Mientras que para la tarea de comunicaciones
bidireccional basta con que el sate´lite incorpore un transceptor, para la determinacio´n de la
posicio´n se requiere incorporar un transponder que adema´s de proveer las comunicaciones
bidireccionales sea capaz de responder a las sen˜ales de ranging. Este u´ltimo en general es ma´s
costoso, ma´s pesado y consume ma´s potencia que un transceptor.
Adema´s, la utilizacio´n de la te´cnica radiome´trica requiere el establecimiento del contacto
de manera frecuente con la estacio´n terrena (o el enlace GEO), aunque tal contacto no
sea requerido por las tareas de comunicaciones, y el procesamiento de las mediciones para
la obtencio´n de los estados del sate´lite; todo lo cual involucra una carga adicional para el
segmento terreno. La latencia con la cual se debe ejecutar el proceso depende del nivel de
precisio´n requerido, de la disponibilidad de enlaces y de la cantidad de maniobras realizadas
por el sate´lite (Rush, 2000).
Por su parte, Yunck et al. (1985) remarcan que el posicionamiento preciso de sate´lites
en ese momento se lograba mediante la disposicio´n de estaciones de seguimiento en tierra
que empleaban te´cnicas basadas en la´ser y efecto Doppler; lo cual requer´ıa disponer de hasta
40 de dichas estaciones para conseguir una alta precisio´n, adema´s de asegurar una buena
cobertura.
El primer caso catalogado de utilizacio´n de un receptor de GPS a bordo de un veh´ıculo
espacial corresponde al utilizado en el Landsat-4 (Montenbruck et al., 2008), puesto en o´rbita
en julio de 1982. Ma´s precisamente, los sate´lites Landsat-4 y Landsat-5 incorporaban un
instrumento denominado GPSPAC (de GPS PACkage) utilizado para evaluar el desempen˜o
hacia la ayuda para el aterrizaje de aviones.
3Ver por ejemplo la ubicacio´n de la antena receptora en Fu et al. (1994).
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y la exactitud de la informacio´n orbital provista por la utilizacio´n a bordo de un receptor GPS.
Otro aspecto del experimento consistio´ en determinar posibles mejoras en el rendimiento del
filtro de Kalman implementado en el software del GPSPAC, mediante variantes tanto en las
constantes del filtro como en los algoritmos utilizados (Wood, 1988).
Por su parte la misio´n de topograf´ıa de la superficie del oce´ano TOPEX/Poseidon (Ocean
Topograhic Experiment), puesta en o´rbita en el an˜o 1992, llevaba a bordo un receptor de
GPS desarrollado por la NASA4 denominado GPSDR (GPS Demonstration Receiver). El
post-procesamiento en tierra de las mediciones obtenidas por este receptor GPS en o´rbita,
en combinacio´n con las mediciones obtenidas por una red de 9 receptores GPS distribuidos
en tierra en ubicaciones conocidas, se propon´ıa una meta de precisio´n superior a los 10 cm
(RMS). Para lograr este objetivo, con la precisio´n en las efeme´rides provistas por el sistema
GPS en ese momento, se opto´ por resolver de manera conjunta la estimacio´n de la o´rbita del
sate´lite TOPEX/Poseidon, y de las o´rbitas de los sate´lites GPS involucrados (Yunck et al.,
1985; Bertiger et al., 1994).
En la misio´n TOPEX/Poseidon, adema´s de contar con la solucio´n en base a las mediciones
del receptor de GPS a bordo, el sate´lite era seguido de manera simulta´nea por los sistemas
Tracking and Data Relay Satellite (TDRS), Doppler Orbitography and Radio positioning
Integrated by Satellite (DORIS), y Satellite Laser Ranging (SLR). La comparacio´n de las
soluciones provistas por estas cuatro fuentes permitio´ demostrar la capacidad de determinar
la distancia a un punto de referencia en la Tierra con el sistema GPS (mediante el mencionado
post-procesamiento de las mediciones obtenidas a bordo) con una precisio´n de 5 cm (Rush,
2000). Esto constituyo´ una de las ma´s notables demostraciones de la potencial precisio´n de
la determinacio´n de la posicio´n de sate´lites LEO utilizando el sistema GPS.
Resumiendo y ampliando lo anterior, en Bock et al. (2002) se menciona que las primeras
misiones donde se utilizo´ GPS para la determinacio´n de o´rbita fueron el sate´lite de
sensado remoto Landsat-5, lanzado en marzo de 1984, el sate´lite con radar altime´trico
TOPEX/Poseidon, lanzado en agosto de 1992, y el sate´lite de sondeo atmosfe´rico GPS/MET,
lanzado en abril de 1995.
Una exposicio´n interesante de las primeras te´cnicas utilizadas para la determinacio´n de
o´rbita (OD de Orbit Determination) es presentada en Bisnath y Langley (1999). All´ı se
describen brevemente, se comparan las precisiones alcanzadas, y se discuten las debilidades
de las tres estrategias ba´sicas utilizadas, denominadas: dina´mica, cinema´tica o no-dina´mica, e
h´ıbrida o dina´mica-reducida. Esta exposicio´n se basa principalmente y puede complementarse
con las expuestas por Yunck (1996) y Wu et al. (1991).
En la estrategia dina´mica se emplean modelos matema´ticos precisos de las propiedades
f´ısicas y de las fuerzas que actu´an sobre el sate´lite LEO (referidos en general como modelos
dina´micos) para calcular, mediante las restricciones de la segunda ley de Newton, un modelo
de la aceleracio´n que afecta al sate´lite en funcio´n del tiempo. Partiendo de una trayectoria
nominal, con ciertas condiciones iniciales, se obtiene una nueva trayectoria mediante la
doble integracio´n de la aceleracio´n as´ı modelada. La trayectoria se estima iterativamente
seleccionando la que mejor ajuste (p. ej. en sentido de menor error cuadra´tico medio) las
mediciones GPS (absolutas o diferenciales) pre-procesadas (Bisnath y Langley, 1999).
Esta estrategia de OD tambie´n permite la estimacio´n simulta´nea de otros para´metros para
mejorar el ajuste entre la trayectoria nominal y las mediciones. Estos para´metros se pueden
4Ma´s precisamente, desarrollado y construido por Motorola bajo contrato del JPL (Fu et al., 1994).
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adjudicar a modelos de perturbaciones y para´metros geome´tricos (por ejemplo, coeficientes
del modelo de gravedad y las coordenadas de la estacio´n de observacio´n terrestre), o a
determinados para´metros emp´ıricos. Si los modelos dina´micos son adecuados, y se cuenta
con una cantidad suficiente de observaciones, esta estrategia permite reducir los efectos del
ruido en las mediciones. Sin embargo, los errores en el modelado pueden redundar en grandes
errores sistema´ticos. Por ejemplo, la necesidad de estimar para´metros emp´ıricos indican una
debilidad en los modelos dina´micos, que generalmente aumentan cuando se reduce la altitud
de la o´rbita, y cuando se aumenta la dina´mica del sate´lite (Bisnath y Langley, 1999).
La estrategia OD cinema´tica o no dina´mica prescinde del modelo dina´mico, y se basa en
incorporar a la formulacio´n del Filtro de Kalman implementado5 para estimar los estados del
veh´ıculo, un vector de ruido de proceso que represente el efecto de las fuerzas intervinientes
en cada instante de medicio´n. Ajustar correctamente el ruido de proceso permite reducir
casi completamente los efectos de la dina´mica; aunque en detrimento del suavizado de la
trayectoria provisto por las restricciones del modelo dina´mico en el proceso de estimacio´n
(Bisnath y Langley, 1999; Yunck, 1996).
La estrategia se basa casi exclusivamente en la precisio´n de las observaciones GPS, y en la
geometr´ıa de observacio´n; es decir, la ubicacio´n relativa del sate´lite LEO, la red de receptores
terrestres y la constelacio´n de sate´lites GPS. La principal ventaja de esta implementacio´n
reside en que, particularmente a bajas altitudes, la trayectoria real del sate´lite LEO puede
resultar ma´s cercana a las estimaciones provistas por la solucio´n GPS que a la trayectoria
determinada en base al modelo dina´mico (Bisnath y Langley, 1999; Yunck, 1996).
La estrategia h´ıbrida o dina´mica reducida propuesta por Wu et al. (1991) pretende
aprovechar los puntos fuertes de las estrategias anteriores, tratando de balancear los errores
cometidos por ellas: el error de modelado en la estrategia dina´mica y el error de ruido de
medicio´n en la estrategia cinema´tica. Su base es la ponderacio´n de los datos cinema´tico
y dina´mico mediante el ajuste del ruido de proceso en el filtrado de Kalman, mediante dos
para´metros principales: la constante de tiempo de correlacio´n en el intervalo de actualizacio´n,
τi, y la varianza de estado estacionario σ
2
i , en el error del modelo dina´mico. Cuando τi →∞ y
σ2i → 0, la te´cnica se reduce a la estrategia dina´mica, mientras que cuando τi → 0 y σ2i →∞,
la te´cnica aproxima la estrategia cinema´tica (Bisnath y Langley, 1999; Wu et al., 1991).
En algunas aplicaciones resulta de utilidad contar adema´s con un modelo adecuado del
reloj de usuario. Por ejemplo Weinbach y Scho¨n (2012) realizan un modelo del reloj a los
efectos de mejorar la estimacio´n de la solucio´n de navegacio´n puramente cinema´tica utilizando
la sen˜al GPS en el sate´lite GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment). En esta
aplicacio´n no se recurre a utilizar un modelo dina´mico, ya que el objetivo cient´ıfico de la
misio´n consiste justamente en el relevamiento del campo gravitatorio.
En las te´cnicas expuestas previamente, el posicionamiento preciso con sen˜ales GNSS se
basaba en combinar las mediciones tomadas a bordo del veh´ıculo con mediciones tomadas
en estaciones en tierra (realizando en muchos casos la estimacio´n conjunta de la posicio´n del
sate´lite LEO, de la posicio´n de los sate´lites de la constelacio´n GNSS e incluso de las mismas
estaciones terrenas). Sin embargo, con la mejora en la calidad de las efeme´rides provistas por
los sistemas GNSS y la desactivacio´n de la Disponibilidad Selectiva (SA, Selective Availavility)
la posibilidad de obtener una solucio´n de navegacio´n precisa en tiempo real y de manera
auto´noma se convirtio´ en una realidad (ver por ejemplo Montenbruck y Ramos-Bosch (2008)).
5En rigor, una versio´n del Filtro de Kalman Extendido, EKF.
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Si bien no deben desconocerse tanto la capacidad de redundancia como las mejoras que
ofrece la integracio´n de otras te´cnicas de posicionamiento con la solucio´n provista mediante
GNSS como se expone por ejemplo en Luthcke et al. (2003), podemos mencionar que una
tercer ventaja de la utilizacio´n de los receptores GNSS a bordo de los sate´lites LEO reside
en la posibilidad de obtener la solucio´n de posicio´n y velocidad en tres dimensiones de
manera auto´noma, lo cual reduce los costos de operacio´n en tierra, permite el etiquetado
(georreferenciacio´n) de los datos de ciencia, y habilita la navegacio´n y guiado auto´nomo de
dichos veh´ıculos.
Por supuesto, la precisio´n alcanzable en tiempo real depende de las caracter´ısticas del
receptor empleado, y siempre que se cuente con la capacidad de almacenamiento y transmisio´n
de las mediciones, se puede refinar mediante post-procesamiento, muy posiblemente en Tierra,
de la solucio´n obtenida a bordo. Segu´n Montenbruck et al. (2008), luego de la desactivacio´n
de la SA, la precisio´n esperable de la navegacio´n en tiempo real con GPS utilizando una u´nica
frecuencia (L1) para sate´lites LEO, se encontraba en el orden de 10 m. Utilizando receptores
de doble frecuencia esta precisio´n en tiempo real pod´ıa mejorarse al orden de 1 m. En el
post-procesamiento, utilizando mediciones de receptores doble frecuencia en combinacio´n
con algoritmos sofisticados de determinacio´n de o´rbita de dina´mica reducida, pod´ıan lograrse
precisiones del orden de los 5 cm.
Un ejemplo de OD en tiempo real a bordo es descripto en Gill et al. (2001) aplicado al
microsate´lite alema´n BIRD (Bi-spectral InfraRed Detection). En este caso, se implementa un
EKF que toma como mediciones las soluciones de posicio´n provistas por un receptor GPS, que
en ausencia de SA ofrecen una precisio´n del orden de 10 m y son consideradas estad´ısticamente
independientes; permitiendo obtener luego del filtrado una precisio´n del orden de 5 m. En
esta implementacio´n las estimaciones de velocidad provistas por el receptor se consideraron
poco precisas y se opto´ por utilizarlas solamente en la inicializacio´n, sin incorporarlas en el
proceso de filtrado (Gill et al., 2001).
Otras formulaciones de algoritmos basados en EKF para la determinacio´n de la o´rbita a
bordo y en tiempo real a partir de las mediciones GPS de simple frecuencia (L1) son expuestas
por ejemplo en Chiaradia et al. (2003) y Chiaradia et al. (2013). Estos trabajos se enfocan
principalmente en analizar el compromiso entre la complejidad del modelo y la precisio´n
obtenida, con el objetivo de lograr algoritmos con baja carga computacional, requeridos para
la implementacio´n a bordo.
En Hart et al. (1997), Chiaradia et al. (2000), Goldstein (2000), Zhou (2004), Gill et al.
(2004), Montenbruck et al. (2005), Bock et al. (2007), Yu y You (2011) y Aghav y Gangal
(2012) los autores exponen diversos ejemplos de aplicacio´n de determinacio´n de o´rbita basados
en filtrado con EKF. En cada caso se emplean receptores con caracter´ısticas particulares
dadas por el tipo de mediciones que utilizan (simple y doble frecuencia, co´digo y fase) y por
la capacidad de co´mputo disponible. Un ejemplo de utilizacio´n de un receptor GPS basado
en COTS para la navegacio´n en tiempo real de sate´lites LEO es presentado en Montenbruck
et al. (2006).
Existen aplicaciones en las que se presentan varias limitaciones o restricciones en los
recursos disponibles a bordo del sate´lite para realizar la operacio´n de navegacio´n (como es el
caso de micro o nanosate´lites). En Mander y Bisnath (2013) se estudia el caso particular de
contar con un receptor de simple frecuencia, con la necesidad de operacio´n en tiempo real,
utilizando un modelo dina´mico limitado debido a las capacidades de co´mputo reducidas y
con la operacio´n no-continua del receptor (10 minutos sobre 90) debido a restricciones de
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consumo de potencia.
En Psiaki (2002) se presenta un caso extremo de restricciones en los recursos disponibles.
All´ı se considera el caso de un sistema de determinacio´n de o´rbita de un sate´lite LEO
utilizando las mediciones de un receptor de GPS que cuenta con un u´nico canal, y conmuta
de sate´lite en seguimiento cada 75 segundos con el propo´sito de obtener un grado de
observabilidad razonable. El objetivo del estudio consiste en predecir la eficacia de este tipo
de receptor de bajo consumo de potencia para la determinacio´n auto´noma de la o´rbita. El
procesamiento se realiza mediante un EKF que utiliza un modelo dina´mico de la o´rbita y de
la deriva del reloj del receptor, y en los resultados de simulacio´n se predicen errores entre
78 m y 144 m.
En el otro extremo, con el aumento de la capacidad de co´mputo disponible a bordo,
se habilita la incorporacio´n de algoritmos de estimacio´n ma´s complejos. Por ejemplo en
Kuang et al. (2004) se propone la utilizacio´n del algoritmo H∞ extendido para la navegacio´n
auto´noma de sate´lites LEO con sen˜ales GPS. Estos autores adema´s realizan la comparacio´n
del desempen˜o de este esquema de filtrado con la que se obtendr´ıa con EKF. Por su parte
Pinto et al. (2009) y Choi et al. (2010) proponen la utilizacio´n del Filtro de Kalman Sigma
Point (SPKF) y del Filtro de Kalman Unscented (UKF). Un compendio de estos y otros
me´todos, aplicados a la determinacio´n de o´rbita en tiempo real con sen˜ales de GPS puede
verse en Erdog˘an (2011).
Los receptores GNSS a bordo de los veh´ıculos aeroespaciales tambie´n permiten contar
con una referencia de tiempo precisa (solucio´n de tiempo del receptor), sin necesidad de
disponer de relojes costosos a bordo, con la cual por ejemplo se pueden etiquetar mediciones
tomadas por los diferentes instrumentos de ciencia. Se ha probado tambie´n la capacidad de
determinacio´n de la orientacio´n que ofrecen estos receptores (Cohen et al., 1994; Lightsey
et al., 1994). Si bien la precisio´n alcanzada, del orden de 0,1◦, es inferior a la que presentan
otros instrumentos como los star trackers, permite contar con un instrumento adicional de
resguardo. Asimismo, los receptores GNSS resultan de gran utilidad para el posicionamiento
relativo preciso empleado por ejemplo en veh´ıculos para vuelo en formacio´n (Leung y
Montenbruck, 2005; D’Amico et al., 2009).
Adema´s de las aplicaciones orientadas a navegacio´n y tiempo, los receptores GNSS son
cada vez ma´s empleados como instrumentos cient´ıficos. Una de estas aplicaciones consiste
en la te´cnica de radio ocultacio´n que permite una medicio´n tomogra´fica y de baja latencia
de la tropo´sfera y la iono´sfera, de gran utilidad en los prono´sticos clima´ticos y los estudios
atmosfe´ricos. Por ejemplo, mediante la medicio´n del corrimiento Doppler de la sen˜al GNSS
de un sate´lite que se encuentra ocultado por la Tierra, pero cuya sen˜al se recibe a causa
de la difraccio´n en la atmo´sfera (mediante una antena GNSS adicional, convenientemente
orientada), es posible estimar el ı´ndice de refraccio´n de la atmo´sfera terrestre, lo que permite
obtener perfiles de densidad, presio´n y temperatura atmosfe´rica (y vapor de agua en la
tropo´sfera baja) (Yunck y Melbourne, 1996). Experimentos con esta te´cnica se implementaron
por ejemplo a bordo de los sate´lites de la constelacio´n COSMIC, los sate´lites meteorolo´gicos
MetOp y el sate´lite argentino SAC-C.
Otro ejemplo de aplicacio´n es la caracterizacio´n del campo gravitatorio terrestre; como en
el mencionado sate´lite GRACE o en el sate´lite alema´n CHAMP (CHAllenging Minisatellite
Payload). Este u´ltimo integra un receptor GPS de doble frecuencia, en base a cuyas
mediciones se han podido generar modelos de campo gravitatorio de alta fidelidad que
superaron notablemente los resultados derivados de todas las misiones espaciales anteriores
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(Montenbruck et al., 2008).
Un tercer ejemplo interesante consiste en la recepcio´n a bordo del sate´lite, adema´s de
la sen˜al GNSS por rayo directo, de la sen˜al proveniente de la reflexio´n en la superficie
terrestre mediante una segunda antena convenientemente orientada; lo cual resulta u´til
para aplicaciones de altimetr´ıa biesta´tica, determinacio´n de la rugosidad de la superficie
y de la velocidad del viento. En esta aplicacio´n, las constelaciones GNSS ofrecen una gran
cantidad de fuentes “naturales”, que eliminan la necesidad de contar con una fuente de sen˜al
electromagne´tica propia (Montenbruck et al., 2008).
Si bien en estos ejemplos la utilizacio´n del sistema GPS aparece como hegemo´nica, diversos
autores como Sinander y Silvestrin (1998), Krauss et al. (2008), Guasch et al. (2008), Rosello´
et al. (2012) y Li et al. (2015) remarcan la necesidad de desarrollar receptores que utilicen
los diferentes sistemas GNSS disponibles.
En resumen, la utilizacio´n de receptores GNSS a bordo de sate´lites LEO ofrece las
siguientes ventajas:
• Si se cuenta adema´s con receptores en tierra en ubicaciones conocidas, permite realizar
determinacio´n precisa de o´rbita mediante post-procesamiento.
• Con la desactivacio´n de la SA, y la mejora en la precisio´n de las efeme´rides, permite
realizar determinacio´n de o´rbita en tiempo real, habilitando por ejemplo la navegacio´n
auto´noma de veh´ıculos aeroespaciales.
• Permite contar con una referencia de tiempo precisa a bordo.
• Permite obtener una estimacio´n “gruesa” de la orientacio´n.
• Permite obtener una buena estimacio´n de posicio´n relativa entre veh´ıculos, u´til por
ejemplo en el vuelo en formacio´n.
• Puede ser utilizado como instrumento de ciencia.
1.3. Desarrollos argentinos
Diversos autores indican el comienzo del desarrollo espacial en la Argentina en los an˜os 40,
cuando durante el gobierno de Juan Domingo Pero´n (1946-1955) comenzaron los primeros
ensayos de motores de cohetes con diferentes combustibles (de Leo´n, 2008), o en el an˜o
1961, cuando durante la presidencia de Arturo Frondizi se crea la Comisio´n Nacional de
Investigaciones Espaciales, CNIE, como parte de la Fuerza Ae´rea Argentina (Argentina, 2016).
El sate´lite LUSAT-1 es conocido como el primer sate´lite argentino puesto en o´rbita. Fue
construido en parte en Argentina por un grupo de radioaficionados integrantes de la filial local
de AMSAT (AMateur SATellite) y el resto en AMSAT NA en Boulder, Colorado; y puesto
en o´rbita en enero de 1990 mediante un cohete Ariane. Su misio´n era proveer comunicaciones
a radioaficionados (AATE, 2016). Se cataloga al µSAT-1, tambie´n llamado Vı´ctor-1, como el
segundo sate´lite argentino. Fue desarrollado por la Asociacio´n de Investigaciones Tecnolo´gicas
de Co´rdoba AIT y el Instituto Universitario Aerona´utico; y puesto en o´rbita en agosto de
1996 por el cohete ruso Molniya (AATE, 2016).
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Los sate´lites de la serie SAC (Sate´lites de Aplicaciones Cient´ıficas) fueron construidos
por la Comisio´n Nacional de Actividades Espaciales CONAE en colaboracio´n con diferentes
agencias espaciales. La principal contratista de CONAE en estas misiones fue la empresa
INVAP. El SAC-B, primer sate´lite cient´ıfico argentino, ten´ıa como objetivo el estudio
avanzado de la f´ısica solar y la astrof´ısica mediante la observacio´n de fulguraciones solares,
erupciones de rayos gamma, radiacio´n X del fondo difuso y a´tomos neutros de alta energ´ıa.
Fue un proyecto de cooperacio´n entre la CONAE y la NASA, con la participacio´n de las
agencias de Italia y Brasil. La puesta en o´rbita se efectuo´ con un lanzador Pegasus XL, en
noviembre de 1996. Si bien pudo constatarse en un primer momento que el sate´lite operaba
correctamente y respond´ıa comandos, debido a una falla en la separacio´n atribuida a la
tercera etapa del lanzador, se perdio´ contacto con el sate´lite 12 horas despue´s del lanzamiento
(CONAE, 2016d).
El SAC-A, concebido como modelo tecnolo´gico de la misio´n SAC-C, puso a prueba una
serie de instrumentos desarrollados en el pa´ıs as´ı como la infraestructura material y humana de
los equipos de telemetr´ıa, telecomando y control, permitiendo el entrenamiento y capacitacio´n
de operadores para la preparacio´n de los centros de control (hardware y software) y el control
de los sate´lites. Tambie´n se trato´ de una misio´n conjunta entre la CONAE y la NASA,
encarga´ndose la primera tanto de las especificaciones y el disen˜o del sate´lite, del planeamiento,
implementacio´n y coordinacio´n global de la misio´n, as´ı como de la operacio´n, telemetr´ıa,
telecomando y control de la misma; mientras que el lanzamiento fue responsabilidad de
NASA. La puesta en o´rbita se realizo´ en diciembre de 1998 por parte del Transbordador
Espacial Endeavour. La misio´n termino´ en agosto de 1999 (CONAE, 2016c).
El sate´lite SAC-C fue un proyecto conjunto entre la CONAE y la NASA con la
participacio´n de las agencias de Francia, Italia, Brasil y Dinamarca. El sate´lite contaba
con tres ca´maras que permit´ıan observar el planeta a trave´s de ima´genes o´pticas, y en
particular el territorio argentino con el objetivo de monitorear la agricultura, la forestacio´n,
efectuar el relevamiento de aguas costeras e interiores y estudiar los ecosistemas terrestres
y marinos. Adema´s contaba con instrumentos para efectuar mediciones y estudios sobre la
temperatura y vapor de agua de la atmo´sfera, el campo magne´tico terrestre y los efectos de la
radiacio´n espacial en componentes electro´nicos, y el estudio de la estructura y la dina´mica de
la atmo´sfera y de la iono´sfera. Fue puesto en o´rbita el 21 de noviembre del an˜o 2000 mediante
un lanzador Delta II y llego´ al final de su vida u´til el 15 de agosto del 2013 (CONAE, 2016e).
El cuarto sate´lite de la serie SAC, la misio´n SAC-D/Aquarius se encuadro´ en un programa
de cooperacio´n entre la CONAE, el Centro Goddard y el Jet Propulsion Laboratory (JPL),
estos dos u´ltimos ambos de la NASA. Su objetivo cient´ıfico estuvo orientado a obtener
nueva informacio´n clima´tica a partir de las mediciones de salinidad y una nueva visio´n de la
circulacio´n y procesos de mezcla en el oce´ano, as´ı como detectar focos de alta temperatura en
la superficie terrestre para la obtencio´n de mapas de riesgo de incendios y humedad del suelo
para dar alertas tempranas de inundaciones. Gran parte del sate´lite fue disen˜ado y construido
en el pa´ıs, incluido los paneles solares que lo alimentan y los instrumentos de CONAE. Fue
puesto en o´rbita por la NASA el 10 de junio de 2011 con un lanzador Delta II y concluyo´ su
servicio operativo el 8 de junio de 2015 tras haber cumplido exitosamente su misio´n prevista
para 3 an˜os (CONAE, 2016a). Este sate´lite resulta de intere´s particular dado que a bordo
llevo´ un receptor de GPS experimental desarrollado en la UNLP, sobre lo que ahondaremos
en el cap´ıtulo 7.
Existen otras misiones satelitales previstas como SABIA-Mar, con lanzamiento previsto
para 2018-2019 (CONAE, 2016b), SAOCOM, actualmente en etapa de desarrollo (CONAE,
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2016f), y SARE, sin plazos de construccio´n publicados (CONAE, 2016g). Tambie´n existen
importantes desarrollos locales de sate´lites GEO, por parte de la empresa ARSAT: los sate´lites
ARSAT-1 y ARSAT-2, lanzados en octubre de 2014 y septiembre de 2015 (ARSAT, 2016);
sobre los que no ahondaremos6.
En lo que respecta a los veh´ıculos lanzadores, actualmente en Argentina se encuentra
en curso el proyecto de desarrollo del lanzador Tronador II. El proyecto contempla la
construccio´n de una serie de veh´ıculos experimentales (VEx), suborbitales, con control de
vuelo, con el objetivo de demostrar la madurez tecnolo´gica de los componentes de los
subsistemas de propulsio´n, avio´nica y estructuras necesarios para satisfacer los requerimientos
del lanzador (CONAE, 2016h). En este caso la principal contratista del proyecto es la empresa
VENG S.A.
En marzo del 2014 se realizo´ desde el a´rea de Punta Indio la primera prueba de un
veh´ıculo VEx1 (denominado VEx1A), utilizando hidracina como combustible y tetro´xido de
nitro´geno/a´cido n´ıtrico como oxidante, a fin de verificar el sistema de navegacio´n guiado
y control en un lanzamiento vertical, as´ı como las interfaces con su segmento terreno. Si
bien el VEx1A no pudo completar su misio´n, la experiencia adquirida permitio´ el redisen˜o y
modificaciones para una nueva prueba.
El lanzamiento del VEx1B fue exitosamente concretado el 15 de Agosto del 2014,
cumpliendo la trayectoria programada durante 27 segundos y llegando a una altura ma´xima de
2200 m, permitiendo comprobar el sistema de propulsio´n, y el de navegacio´n, guiado y control,
todos desarrollados en el pa´ıs (CONAE, 2016h). Tanto en estos veh´ıculos experimentales como
en el lanzador final se utilizan receptores GNSS desarrollados en la UNLP. Por cuestiones de
espacio y de sensibilidad tecnolo´gica no se ahondara´ en estos desarrollos en la presente tesis.
1.4. Objetivos
El objetivo principal de esta tesis consiste en el estudio y desarrollo de las te´cnicas de
navegacio´n para aplicaciones aeroespaciales, basadas en la utilizacio´n de sen˜ales GNSS. Dado
que en las aplicaciones cient´ıficas de observacio´n terrestre, tanto por la periodicidad de revisita
que ofrecen, como por el relativo bajo costo de lanzamiento se emplean generalmente sate´lites
de o´rbita baja, LEO, nos abocaremos principalmente al estudio de este tipo de veh´ıculos. No
obstante, muchos de los resultados que se obtendra´n sera´n extensibles a una gran variedad
de veh´ıculos aeroespaciales.
Con miras a este objetivo principal, planteamos una serie de objetivos secundarios entre
los cuales podemos mencionar:
• Estudiar los sistemas GNSS, principalmente GPS y GLONASS, tanto en sus aspectos
generales como en los aspectos particulares relativos a la implementacio´n de receptores.
• Estudiar conceptos asociados a la meca´nica orbital, con el objetivo de generar modelos
tanto para la implementacio´n de las estrategias de filtrado como para la validacio´n de
los algoritmos.
6Tanto la misio´n SAOCOM como los sate´lites de ARSAT tuvieron como principal contratista y/o fueron
desarrollados por la empresa INVAP.
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• Estudiar te´cnicas de filtrado estad´ıstico aplicables a este problema, con el objeto de
implementar estrategias de navegacio´n para veh´ıculos aeroespaciales.
• Comparar diferentes estrategias de navegacio´n, para lo cual sera´ necesario establecer
me´tricas de desempen˜o.
• Analizar el desempen˜o de las diferentes te´cnicas frente a situaciones particulares que
pueden presentarse en la pra´ctica.
• Analizar los datos de operacio´n de un receptor GPS que opero´ a bordo de sate´lite
SAC-D.
1.5. Estructura
La tesis se estructura de la siguiente manera:
• En el Cap´ıtulo 2 se describen someramente los aspectos generales de los sistemas GNSS,
GPS y GLONASS.
• En el Cap´ıtulo 3 se describen los diferentes marcos de referencia espaciales y temporales
que sera´n utilizados: tanto propios de los sistemas GNSS en cuestio´n, como los
que resultan de utilidad para la caracterizacio´n de los estados del veh´ıculo; y las
vinculaciones entre ellos.
• En el Cap´ıtulo 4 se realiza una descripcio´n de los veh´ıculos aeroespaciales, con e´nfasis
particular en los modelos utilizados, en particular para sate´lites LEO.
• En el Cap´ıtulo 5 se describen los algoritmos de navegacio´n utilizados.
• En el Cap´ıtulo 6 se profundiza en los aspectos de los sistemas GNSS que se relacionan
con la implementacio´n pra´ctica de receptores.
• En el Cap´ıtulo 7 se analizan los resultados de operacio´n en o´rbita de un receptor de
GPS integrado a bordo del sate´lite argentino SAC-D.
• En el Cap´ıtulo 8 se analiza la aplicacio´n particular de las estrategias de filtrado
propuestas en el caso de un sate´lite LEO. Se comparan diferentes variantes de
implementacio´n mediante simulacio´n.
• En el Cap´ıtulo 9 se analiza el desempen˜o de las estrategias de filtrado propuestas ante
diferentes perturbaciones.
• Finalmente, en el Cap´ıtulo 10 se exponen las conclusiones.
Por otra parte, y con el objetivo de no sobrecargar determinados cap´ıtulos con
informacio´n, que de todas maneras consideramos relevante, optamos por incluir una serie
de ape´ndices:
• En el Ape´ndice A se realiza un breve repaso de las ecuaciones de meca´nica orbital,
necesarias tanto para modelar los veh´ıculos estudiados como para obtener los estados
de los sate´lites de los sistemas GNSS.
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• En el Ape´ndice B se complementa el ana´lisis de desempen˜o de diferentes modelos
utilizados en la estrategia de filtrado con EKF, realizado en el Cap´ıtulo 8 para los
casos en los que se utilicen mediciones del sistema GLONASS, o mediciones conjuntas
de los sistemas GPS y GLONASS.
• En el Ape´ndice C se complementa la comparacio´n de estrategias de filtrado, realizada
en el Cap´ıtulo 8.
• En el Ape´ndice D se complementa el ana´lisis de desempen˜o de diferentes modelos
utilizados en la estrategia de filtrado con EKF, frente a determinadas situaciones
particulares, realizado en el cap´ıtulo 9 para los casos en los que se utilicen mediciones
del sistema GLONASS, o mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS.
1.6. Producido de la Tesis
El trabajo realizado en el marco de esta tesis ha dado lugar a diferentes publicaciones,
que se presentan a continuacio´n:
• En Cogo et al. (2009) se describe el software implementado en un receptor de GPS
basado en COTS apto para uso espacial, desarrollado en el grupo de trabajo. Para la
etapa de navegacio´n se incluyo´ una variante de filtrado con EKF, basada en un modelo
cinema´tico con la varianza del ruido de proceso ajustada (mediante simulacio´n) a la
dina´mica esperada del sate´lite. Este receptor fue integrado y opero´ en o´rbita en el
sate´lite argentino SAC-D.
• En Garc´ıa et al. (2011) se presenta el disen˜o, la implementacio´n y la validacio´n
del mencionado receptor de GPS capaz de operar en un sate´lite de o´rbita baja. Se
muestran algunas de las pruebas realizadas, por simulacio´n y con mediciones reales,
que permitieron validar distintas etapas del disen˜o.
• En Cogo et al. (2012) se analiza la integracio´n de mu´ltiples sistemas GNSS para obtener
una solucio´n de posicio´n, describiendo las diferentes variantes que puede presentar el
problema y proponiendo un enfoque de formulacio´n unificado. Se propone la utilizacio´n
de diferentes me´todos de optimizacio´n nume´rica como steepest descent y Quasi-Newton.
Mediante simulacio´n se valida y se analiza el desempen˜o de la solucio´n propuesta.
• En Cogo et al. (2013a) se presenta el ana´lisis de la operacio´n en o´rbita del receptor de
GPS colocado a bordo del sate´lite argentino SAC-D. Este ana´lisis permite verificar la
correcta operacio´n del hardware del mismo en las condiciones que este veh´ıculo impone,
y verificar las principales etapas del procesamiento propio del receptor, adquisicio´n,
seguimiento y navegacio´n, que han sido adaptadas para dicha aplicacio´n.
• En Cogo et al. (2014) se comparan dos me´todos de filtrado estad´ıstico aplicables a
la navegacio´n de sate´lites LEO con sen˜ales GNSS. Se comparan dos variantes de
Filtro de Kalman Extendido, una que utiliza directamente las mediciones de GNSS,
y otra que resuelve la no-linealidad estados/mediciones previo a la incorporacio´n de
las mismas. Esta u´ltima puede pensarse como una variante de lo que se conoce como
Filtro de Kalman de Posicio´n (PKF), pero manteniendo el modelo de estados no-lineal.
Se plantean dos esquemas de fusio´n que permiten utilizar de manera conjunta los dos
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sistemas GNSS operativos en la actualidad (GPS y GLONASS). El desempen˜o de los
diferentes esquemas propuestos se analiza mediante simulacio´n en diversos escenarios
significativos de operacio´n.
• En Cogo et al. (2016) se presenta un ana´lisis del desempen˜o de diferentes esquemas
de filtrado (modelos) aplicables a la estimacio´n de estados de veh´ıculos aeroespaciales,
particularmente LEO, en base a mediciones de los sistemas GNSS. Los distintos modelos
se basan en enfoques tanto cinema´ticos como dina´micos. Para la comparacio´n del
desempen˜o se recurre a diversos escenarios de simulacio´n significativos. Como ejemplo
de aplicacio´n, se analiza el procesamiento de mediciones reales tomadas a bordo del
sate´lite argentino SAC-D.
Si bien quedan fuera del foco puntual de esta tesis, se realizaron otras publicaciones en
temas vinculados:
• En Cogo et al. (2010) se presenta el desarrollo de los algoritmos de navegacio´n para
receptores de GPS en veh´ıculos de alta dina´mica como los denominados cohetes sonda.
Se propone la utilizacio´n de un filtro de Kalman extendido con modelo lineal ajustado
a la dina´mica del veh´ıculo. Se describen las simulaciones utilizadas para la validacio´n
de los algoritmos propuestos. Estos algoritmos tambie´n forman parte del software de
un receptor de GPS desarrollado en la UNLP utilizado en ensayos de veh´ıculos reales.
• En Cogo et al. (2011) se presenta un algoritmo para la estimacio´n conjunta de la posicio´n
y la orientacio´n de un veh´ıculo provisto de mu´ltiples antenas de GNSS dispuestas
sobre su superficie. Se formula el problema de estimacio´n, y mediante el planteo de
un estimador de mı´nimos cuadrados se llega a un problema de optimizacio´n no-lineal
sin restricciones en R7. Luego, este problema se resuelve de manera iterativa aplicando
los me´todos conocidos como me´todo del gradiente y me´todo de Quasi-Newton. Se
presentan resultados de simulacio´n que validan la utilidad del algoritmo en determinados
escenarios de aplicacio´n.
• En Roncagliolo et al. (2013) se presenta una estrategia de lazos de seguimiento para
ser utilizada en receptores GNSS de mu´ltiples antenas. La te´cnica es testeada en un
escenario de veh´ıculo LEO con un cambio constante de orientacio´n producto de la
rotacio´n en torno al vector tangente a la trayectoria, verificando que un receptor de
cuatro antenas es capaz de realizar el tracking empleando la estrategia propuesta.
• En Cogo et al. (2013b) se presenta el desarrollo de un receptor de GNSS multi-
antena para aplicaciones espaciales. Entre otras cosas, all´ı se presentan las soluciones
de posicionamiento obtenidas con mediciones reales (en condiciones esta´ticas) de los
sistemas GPS y GLONASS.
• En Scataglini et al. (2014) se presenta un sistema que implementa la estimacio´n de
la orientacio´n en base a mediciones de simples diferencias de fase, aprovechando las
caracter´ısticas del receptor multi-antena descripto en Cogo et al. (2013b). Los resultados
presentados corresponden al post-procesamiento de mediciones adquiridas en diferentes
ensayos tanto con la sen˜al GPS real tansmitida por los sate´lites como con la sen˜al
sintetizada por un simulador GNSS.
Adema´s, durante el per´ıodo de produccio´n de la tesis se ha participado en diversos
proyectos de transferencia tecnolo´gica en temas vinculados, dando lugar a lo que consideramos
una provechosa relacio´n simbio´tica.
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Cap´ıtulo 2
Sistemas Globales de Navegacio´n por Sate´lite
GNSS
GNSS es el acro´nimo en idioma ingle´s de Global Navigation Satellite System, es decir
Sistema Global de Navegacio´n por Sate´lite. De manera simple podemos decir que estos
sistemas permiten que un usuario, equipado con el receptor adecuado, obtenga su posicio´n
(y su velocidad) en principio desconocida, a partir de la sen˜al de radiofrecuencia transmitida
por sate´lites de posicio´n (y velocidad) conocida. Esto le permite a dicho usuario contar con
informacio´n para realizar la tarea de navegacio´n. Al utilizar sen˜ales de radiofrecuencia, el
sistema puede operar en una gran diversidad de ambientes y de condiciones clima´ticas, cuyos
l´ımites quedan establecidos generalmente por las condiciones de propagacio´n de estas sen˜ales.
Al tratarse de un sistema en el cual el usuario interviene de manera pasiva, u´nicamente
recibiendo las sen˜ales que transmiten los sate´lites, el sistema puede ofrecer cobertura a un
nu´mero ilimitado de usuarios.
En la actualidad existen diferentes realizaciones de sistemas GNSS, en operacio´n o en
etapa de desarrollo (Hofmann-Wellenhof et al., 2007):
• GPS: El sistema NAVSTAR-GPS (Navigation System with Timing and Ranging,
Global Positioning System), popularmente conocido como sistema GPS o Sistema
de Posicionamiento Global, fue desarrollado por las fuerzas armadas de los Estados
Unidos. Si bien el sistema fue concebido con propo´sitos militares, y continu´a bajo la
o´rbita del Departamento de Defensa, el campo de aplicaciones civiles se ha expandido
notablemente hasta el punto de constituir un nuevo paradigma en campos como la
agrimensura, la geodesia y la navegacio´n civil.
• GLONASS: Acro´nimo en idioma ruso, GLONASS, GLObalьna NAvigacion-
na Sputnikova Sistema, que transliterado resulta GLObal’naya NAvigatsionnaya
Sputnikovaya Sistema, y cuya traduccio´n ser´ıa Sistema Global de Navegacio´n Sateli-
tal1. Este sistema fue desarrollado y es controlado por las fuerzas armadas rusas, pero
1Aqu´ı la denominacio´n “satelital” debe entenderse como “basado en sate´lites”, y no como “para ser usado
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al igual que en el caso del GPS su campo de aplicaciones civiles se ha expandido en los
u´ltimos an˜os. Junto con el sistema GPS constituyen los dos u´nicos sistemas totalmente
operativos y que pueden brindar cobertura global en la actualidad.
• Galileo: Este sistema se halla actualmente en etapa de construccio´n o “despliegue”
por parte de la Unio´n Europea (EU) y la Agencia Espacial Europea (ESA). Su nombre
rinde tributo al astro´nomo italiano Galileo Galilei2 (1564 ∼ 1642). Una de las principales
diferencias con respecto a GPS y GLONASS reside en que Galileo es un sistema GNSS
operado bajo control civil. Desde la perspectiva de las naciones europeas, uno de los
objetivos del proyecto es proporcionar un sistema de posicionamiento de alta precisio´n
en el cual puedan confiar, totalmente independiente de GPS y de GLONASS, dado que
estos u´ltimos pueden ser deshabilitados en un potencial escenario de conflicto be´lico. Los
primeros cuatro sate´lites lanzados a los efectos de validar el sistema (2 fueron lanzados
en octubre de 2011, y 2 en octubre de 2012) permitieron una primera determinacio´n
de la posicio´n el 12 de Marzo de 2013 (ESA, 2013). En la actualidad, la constelacio´n
posee 14 sate´lites en o´rbita (GPS World, 2016). La puesta en operacio´n del sistema
completo con una constelacio´n planeada de 30 sate´lites (27 activos y 3 de recambio),
esta´ prevista para el an˜o 2019 (Commission, 2012). Debido a esto, no entraremos en
mayores detalles sobre este sistema.
• BeiDou/COMPASS: Este sistema tambie´n se encuentra actualmente en etapa de
desarrollo por parte de la Repu´blica Popular China. Constituye la evolucio´n de un
sistema de uso regional denominado BeiDou-1, hacia un sistema de cobertura global.
En las primeras traducciones a lengua inglesa se utilizaba la denominacio´n COMPASS
para referir al sistema global. Sin embargo, a comienzos del 2013 las autoridades de la
oficina de navegacio´n satelital de China, anunciaron que la denominacio´n oficial pasaba
a ser BeiDou Navigation Satellite System3. La evolucio´n del sistema comenzo´ en el an˜o
1997, y se preve´ que para el an˜o 2020 se alcanzara´ la cobertura global, al nivel de lo
que ofrecen GPS y GLONASS. Debido a esto, tampoco entraremos en mayores detalles
sobre este sistema.
Cada sistema GNSS esta´ conformado ba´sicamente por tres bloques constitutivos o
segmentos, el Segmento Espacial, el Segmento de Control y el Segmento de Usuario (Hofmann-
Wellenhof et al., 2007; Samama, 2008; Gleason y Gebre-Egziabher, 2009).
2.1. Segmento Espacial
El denominado Segmento Espacial esta´ formado por una constelacio´n de sate´lites,
disen˜ada de manera tal que al menos cuatro sate´lites sean “visibles” de forma simulta´nea en
todo momento y en cualquier punto sobre la superficie terrestre. Esta condicio´n es necesaria
para brindar al usuario la capacidad de posicionamiento del sistema.
por sate´lites”. Una alternativa ser´ıa denominarlo Sistema Satelital Global de Navegacio´n
2Entre otros muchos me´ritos, su descubrimiento de las cuatro mayores lunas de Ju´piter cuyo movimiento
orbital pod´ıa ser utilizado como un reloj celeste visible desde cualquier punto de la Tierra, fue invaluable para
los primeros tiempos de la navegacio´n.
3BeiDou es la denominacio´n en idioma chino de la constelacio´n del arado, conformada por las 7 estrellas
ma´s brillantes del cielo septentrional, utilizada histo´ricamente como referencia en la navegacio´n.
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Cada sistema GNSS concibe su constelacio´n teniendo en cuenta e´sta y otras restricciones o
reglas de disen˜o, como ser la precisio´n en la solucio´n de posicio´n de usuario, la disponibilidad
de sate´lites en diferentes latitudes geogra´ficas preferenciales, y la posibilidad de asegurar
cobertura frente a una posible falla de algu´n sate´lite. Por supuesto, en las reglas de disen˜o
tambie´n intervienen factores como el taman˜o y peso de los sate´lites, los cuales se relacionan
con las restricciones de los veh´ıculos lanzadores disponibles por cada una de las agencias
encargadas del mantenimiento del sistema, y con los costos de desarrollo, mantenimiento
y reemplazo de sate´lites necesarios para mantener la cobertura deseada. Por ejemplo, la
seleccio´n de la o´rbita determina las perturbaciones a las que se encuentra sometido un sate´lite,
lo cual repercute en la cantidad de maniobras necesarias para mantenerlo en la posicio´n
deseada y por tanto limita su vida u´til.
Ba´sicamente, un sate´lite GNSS esta´ formado por un ensamble de relojes ato´micos muy
precisos, transceptores de comunicaciones y una serie de equipos auxiliares encargados de
asegurar su correcta operacio´n, entre los cuales se encuentran los paneles solares responsables
de proveer la energ´ıa, y los sistemas de propulsio´n necesarios para los ajustes orbitales y el
control de estabilidad del veh´ıculo. Las sen˜ales transmitidas por los sate´lites permiten a los
usuarios medir su distancia o rango geome´trico a los mismos, y transportan la informacio´n
con la cual dichos usuarios pueden determinar la ubicacio´n de los sate´lites en cada instante;
lo que constituye la base para la determinacio´n de la posicio´n del usuario.
Los sate´lites de cada constelacio´n GNSS tienen varios sistemas de identificacio´n, como ser
el nu´mero de secuencia de lanzamiento, el nu´mero de posicio´n orbital, algu´n nombre espec´ıfico
asignado por el sistema, y la denominacio´n internacional. Utilizaremos la abreviatura SV (de
Space Vehicle) para referirnos espec´ıficamente a un sate´lite de algu´n sistema GNSS, y la
abreviatura SVID (de Space Vehicle IDentification) para referirnos al identificador de intere´s
del SV en la constelacio´n.
2.1.1. GPS
La constelacio´n base del sistema GPS consta de 24 sate´lites distribuidos en 6 planos
orbitales, con 4 sate´lites en cada plano, no equiespaciados. Estas o´rbitas son pra´cticamente
circulares, con una excentricidad no mayor a 0,02 y un semieje mayor de aproximadamente
26 560 km. El per´ıodo orbital es de medio d´ıa side´reo, aproximadamente 43 080 segundos,
o 11 horas, 58 minutos. Esto implica que un observador en tierra ver´ıa un dado sate´lite en
el mismo punto en el cielo a intervalos de un d´ıa (side´reo)4. Los planos orbitales poseen
una inclinacio´n nominal de 55◦ con respecto al plano ecuatorial5. Los 6 planos orbitales
se encuentran separados cada 60◦, esto es, sus intersecciones con el plano ecuatorial esta´n
separadas cada 60◦ en longitud. De manera ma´s precisa, esto u´ltimo significa que los nodos
ascendentes de las o´rbitas (el punto en el cual los sate´lites cruzan el ecuador de sur a norte)
tienen una separacio´n de 60◦, medidos sobre el plano ecuatorial (Kaplan y Hegarty, 2005).
En la figura 2.1 se muestra una representacio´n esquema´tica de la constelacio´n de GPS
4Un d´ıa side´reo se define como el tiempo que toma a un planeta rotar una vuelta completa sobre su eje
desde la perspectiva de una estrella distante. El d´ıa solar, en contraste, es el tiempo necesario para que la
Tierra complete una vuelta sobre su eje desde la perspectiva del Sol. En este u´ltimo aparecen sumados el
efecto de rotacio´n de la Tierra sobre su eje, y el efecto de rotacio´n de la Tierra alrededor del Sol.
5En las primeras etapas del programa, la inclinacio´n orbital hab´ıa sido definida como 63◦, nu´mero que fue
modificado a 55◦ para permitir lanzamientos con el Space Shuttle (Daly, 1993).
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Figura 2.1: Constelacio´n de sate´lites GPS al 26 de junio de 1994.
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Figura 2.2: Proyeccio´n planar de la constelacio´n correspondiente al 26 de junio de 1994.
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presente el d´ıa 26 de junio de 1994. Esta gra´fica se obtuvo a partir de la informacio´n de
almanaques disponible en CelesTrak (1994). Para facilitar la visualizacio´n se utilizo´ un mismo
color para indicar los sate´lites de cada plano orbital. Si bien existen anomal´ıas en las o´rbitas
(las o´rbitas no son perfectamente coincidentes para los sate´lites de un mismo plano orbital),
pueden distinguirse los mencionados 6 planos orbitales, conteniendo 4 sate´lites cada uno.
Puede observarse tambie´n la distribucio´n no uniforme de los sate´lites dentro de cada plano
orbital. Esto u´ltimo puede notarse ma´s claramente en la proyeccio´n planar de la constelacio´n
esquematizada en la figura 2.2.
Existen varias notaciones utilizadas para referir a los sate´lites en sus o´rbitas. Una de
estas nomenclaturas asigna una letra de la A a la F a cada plano orbital y un nu´mero del
1 al 4 a cada sate´lite. Una segunda notacio´n utilizada es el nu´mero de sate´lite NAVSTAR
asignado por la Fuerza Ae´rea de los Estados Unidos. Esta notacio´n es la que generalmente
aparece con la denominacio´n SVN (acro´nimo de Space Vehicle Number). Una tercera notacio´n
representa la configuracio´n de los generadores PRN a bordo del sate´lite. Estos generadores
son configurados un´ıvocamente en cada sate´lite, para generar una versio´n diferente de los
co´digos C/A y P(Y). De esta manera, un sate´lite puede identificarse por el co´digo PRN que
genera. Ocasionalmente, la asignacio´n del PRN para un dado SVN puede cambiar durante la
duracio´n de la misio´n del sate´lite (Kaplan y Hegarty, 2005). En la figura 2.2 se indica junto
a la proyeccio´n planar de la constelacio´n, el PRN asignado a cada sate´lite.
A modo de ejemplo, en la figura 2.3 se analizan los sate´lites que se tendr´ıa en vista en
dos regiones con latitudes diferentes como son la Base Marambio (64◦ de latitud sur) y La
Quiaca (22◦ de latitud sur) con la constelacio´n mostrada en las figuras 2.1 y 2.2, considerando
una ma´scara de elevacio´n de 10◦. El intervalo graficado corresponde a dos d´ıas side´reos,
pudiendo apreciarse que la situacio´n se repite a intervalos de un d´ıa side´reo. Para facilitar
la visualizacio´n se indica en l´ınea punteada negra el instante correspondiente al inicio del
segundo d´ıa side´reo.
Puede observarse que en ambos casos se cuenta con un nu´mero de sate´lites mayor o igual
a 4 en todo el intervalo analizado (para facilitar la visualizacio´n se indica en l´ınea punteada
roja el l´ımite de 4 sate´lites presentes), condicio´n necesaria para asegurar la cobertura del
sistema. Asimismo, puede observarse que en la zona con mayor latitud existen determinados
intervalos en los cuales la cobertura se encuentra asegurada solo por el mı´nimo de 4 sate´lites,
y ante la eventual falla de alguno de ellos, se comprometer´ıa la cobertura del sistema.
No obstante, la constelacio´n base de GPS se ha ido incrementando hasta contar hoy en
d´ıa con un ma´ximo de 32 sate´lites operativos, lo cual permite obtener una mejora en la
precisio´n de los ca´lculos de navegacio´n, al disponer de un mayor nu´mero de observaciones. La
distribucio´n no-uniforme de la constelacio´n permite aumentar la fiabilidad y disponibilidad
del sistema frente a fallas en uno o ma´s sate´lites. El l´ımite pra´ctico de cobertura para la
constelacio´n GPS es de 6 sate´lites considerando un a´ngulo de elevacio´n de 5◦ sobre el horizonte
(Kaplan y Hegarty, 2005).
En la figura 2.4 se muestra una representacio´n esquema´tica de la constelacio´n de GPS
presente el d´ıa 7 de diciembre de 2013, obtenida de igual manera en base a la informacio´n de
almanaques. Se puede observar el mayor nu´mero de sate´lites con respecto a la constelacio´n
esquematizada en la figura 2.1.
En la figura 2.5 se repite el ejemplo anterior de analizar los sate´lites que se tendr´ıa en
vista a 64◦ y a 22◦ de latitud sur con la constelacio´n mostrada en la figura 2.4, considerando
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Figura 2.3: Sate´lites en vista considerando una ma´scara de elevacio´n de 10◦ en Base Marambio
(izq.) y en La Quiaca (der.); con la constelacio´n de GPS presente el d´ıa 26 de junio de 1994.
Figura 2.4: Constelacio´n de sate´lites GPS al 7 de diciembre de 2013.
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Figura 2.5: Sate´lites en vista considerando una ma´scara de elevacio´n de 10◦ en Base Marambio
(izq.) y en La Quiaca (der.); con la constelacio´n de GPS presente el d´ıa 7 de diciembre de 2013.
tambie´n una ma´scara de elevacio´n de 10◦, y un intervalo de dos d´ıas side´reos.
Puede observarse que nuevamente en ambos casos se cuenta con un nu´mero de sate´lites
mayor o igual a 4 en todo el intervalo analizado, condicio´n necesaria para asegurar la cobertura
del sistema. En este caso, en la zona con mayor latitud existe un mı´nimo de 5 sate´lites visibles,
con lo cual se asegura la cobertura del sistema au´n si fallara uno de ellos. Asimismo, puede
observarse que, como es lo´gico, la visibilidad promedio de sate´lites aumenta con respecto a
la situacio´n analizada en la figura 2.3.
As´ı como la distribucio´n de la constelacio´n ha evolucionado en funcio´n del tiempo, los
sate´lites que la conforman tambie´n han evolucionado con el propo´sito de brindar un mayor
nu´mero de sen˜ales y de servicios, en lo que se conoce como programa de modernizacio´n del
sistema. Esta evolucio´n divide a los sate´lites en grupos denominados bloques del segmento
espacial:
• Bloque I: Este bloque esta´ conformado por 11 sate´lites, lanzados entre 1978 y 1985
como prototipos de desarrollo para validar el concepto del sistema GPS. Ninguno de
estos sate´lites se encuentra operativo en la constelacio´n actual.
• Bloque II: En base a la experiencia obtenida con la operacio´n en o´rbita del Bloque I se
desarrollo´ este bloque conformado por 9 sate´lites, lanzados a partir de 1989, los cuales
incorporaron las capacidades de disponibilidad selectiva (Selective Availavility, SA)6 y
Antispoofing, AS7. Ninguno de estos sate´lites se encuentra operativo en la constelacio´n
actual.
6La disponibilidad selectiva consist´ıa en introducir una degradacio´n intencional en el reloj, que redundaba
en un error del orden de 100 m en las mediciones. Fue deshabilitada en mayo del an˜o 2000.
7Encriptado del co´digo P.
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• Bloque IIA: Los sate´lites de este bloque incorporaron la posibilidad de operar de
manera auto´noma por un per´ıodo de hasta 180 d´ıas. Se construyeron un total de 19
sate´lites, lanzados a partir de 1990. Ninguno de estos sate´lites se encuentra operativo
en la constelacio´n actual (ver tabla 2.1).
• Bloque IIR: Este bloque conocido como replenishment fue concebido como una
actualizacio´n totalmente compatible y de reemplazo de los bloques anteriores. Una de
sus principales caracter´ısticas es la posibilidad de determinacio´n de la o´rbita y armado
del mensaje de navegacio´n totalmente auto´noma; siendo capaz de operar cerca de medio
an˜o sin soporte por parte del Segmento de Control, y sin degradacio´n en la precisio´n de
las efeme´rides. El primer intento de lanzamiento de estos sate´lites fallo´ el 17 de enero
de 1997. Luego, 12 sate´lites fueron puestos en o´rbita de manera exitosa en el per´ıodo
1997-2004, los cuales continu´an en operacio´n en la actualidad (ver tabla 2.1).
• Bloque IIR-M: Este bloque, conocido como IIRModernized incorpora una nueva sen˜al
civil en banda L2, conocida como L2C, y un nuevo co´digo de uso militar, denominado
co´digo M, en las bandas L1 y L2; brindando nuevos servicios tanto a usuarios civiles
como militares. En el per´ıodo 2005-2009 se lanzo´ un total de 8 sate´lites, de los cuales 7
continu´an operativos en la actualidad (ver tabla 2.1).
• Bloque IIF: Los sate´lites de este bloque, adema´s de las sen˜ales presentes en el bloque
IIR-M incorporan una tercer sen˜al de uso civil en banda L5; la cual, a diferencia de lo
que ocurre con la banda L2, esta´ reservada exclusivamente para servicios de seguridad en
aviacio´n civil. Se preve´ que en el futuro los aviones utilizara´n la sen˜al L5 en combinacio´n
con la sen˜al L1 C/A para aumentar la precisio´n (mediante la correccio´n ionosfe´rica que
habilita el utilizar sen˜ales en dos bandas) y la robustez (mediante la redundancia de
sen˜ales). En el per´ıodo 2010-20168 se han lanzado 12 sate´lites de este bloque, todos los
cuales se encuentran operativos en la actualidad (ver tabla 2.1).
• Bloque IIIA: Los sate´lites de este bloque se encuentran en etapa de produccio´n, y su
primer lanzamiento esta´ previsto para el an˜o 2017 (Gruss, 2015). Adema´s de las sen˜ales
presentes en el bloque IIF incorporara´n una cuarta sen˜al civil en banda L1 denominada
L1C, con modulacio´n MBOC (Multiplexed Binary Offset Carrier), con el objetivo de
permitir interoperatividad entre el sistema GPS y los dema´s sistemas GNSS.
En la tabla 2.1 se resume la informacio´n de los diferentes bloques de sate´lites que
conforman la constelacio´n GPS (GPS, 2016); mientras que en la figura 2.6 se muestran gra´ficas
ilustrativas de los mismos.
2.1.2. GLONASS
La constelacio´n base del sistema GLONASS consiste en 24 sate´lites distribuidos en
3 planos orbitales, con 8 sate´lites en cada plano, equiespaciados cada 45◦. Estas o´rbitas
son pra´cticamente circulares con una excentricidad menor a 0,01 y un semieje mayor de
aproximadamente 25 510 km. El per´ıodo orbital es de aproximadamente 11 horas, 15,8
minutos. Esto implica que un observador quieto en la superficie terrestre ver´ıa un dado sate´lite
en el mismo punto en el cielo a intervalos de 8 d´ıas side´reos. Los planos orbitales poseen una
inclinacio´n nominal de 64,8◦ con respecto al plano ecuatorial. Los nodos ascendentes de los 3
8El u´ltimo lanzamiento tuvo lugar el 5 de febrero de 2016 (GPS, 2016).
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Bloque An˜os Exitosos Fallas En operacio´n
I 1978-1985 10 1 0
II 1989-1990 9 0 0
IIA 1990-1997 19 0 0
IIR 1997-2004 12 1 12
IIR-M 2005-2009 8 0 7
IIF 2010-2016 12 0 12
Total - 70 2 31
Tabla 2.1: Diferentes Bloques que conforman la constelacio´n GPS.
(a) Bloque IIA. (b) Bloque IIR.
(c) Bloque IIR-M.
(d) Bloque IIF.
(e) Bloque IIIA.
Figura 2.6: Diferentes sate´lites de los bloques que conforman la constelacio´n GPS.
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Figura 2.7: Constelacio´n de sate´lites GLONASS al 7 de enero de 2014.
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Figura 2.8: Planos Orbitales de la constelacio´n de sate´lites GLONASS correspondiente al 7 de
enero de 2014.
planos orbitales se encuentran separados cada 120◦ (Kaplan y Hegarty, 2005). La constelacio´n
elegida permite brindar una mejor precisio´n en la solucio´n de navegacio´n (en relacio´n a la
constelacio´n base de GPS) para los usuarios en grandes latitudes, lo cual resulta ma´s atractivo
para usuarios en territorio ruso.
En la figura 2.7 se muestra una representacio´n esquema´tica de la constelacio´n de
GLONASS presente el d´ıa 7 de enero de 2014. Esta constelacio´n se obtuvo a partir de la
informacio´n de almanaques disponible en GLONASS (2014). Para facilitar la visualizacio´n
se utilizo´ un mismo color para indicar los sate´lites de cada plano orbital. Si bien existen
anomal´ıas en las o´rbitas (las o´rbitas no son perfectamente coincidentes, para los sate´lites de
un mismo plano orbital), pueden distinguirse los mencionados 3 planos orbitales, conteniendo
8 sate´lites cada uno. Puede observarse tambie´n la distribucio´n pra´cticamente uniforme de los
sate´lites dentro de cada plano orbital. Esto u´ltimo puede observarse ma´s claramente en la
gra´fica de los planos orbitales esquematizada en la figura 2.8.
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Figura 2.9: Cantidad aproximada de sate´lites en la constelacio´n GLONASS entre 1985 y 2010.
Para la puesta en funcionamiento de la constelacio´n, el programa del sistema GLONASS
consideraba tres fases (Polischuk et al., 2002):
• Fase 1 (1983 - 1985): Ensayos experimentales y refinamiento del concepto del sistema.
Constelacio´n de 4 - 6 sate´lites.
• Fase 2 (1986 - 1993): Operacio´n inicial del sistema. Constelacio´n de 12 sate´lites.
• Fase 3 (1993 - 1995): Desarrollo de la constelacio´n nominal de 24 sate´lites y comienzo
de operacio´n del sistema.
Si bien en enero del an˜o 1996 el sistema comenzo´ a ser completamente operativo, la
situacio´n econo´mica de Rusia en los an˜os 90 provoco´ que el proyecto fuese desfinanciado;
lo que supuso no reemplazar los sate´lites que iban quedando fuera de operacio´n, llegando
al an˜o 2002 con una constelacio´n de tan so´lo 8 sate´lites. No obstante, en el an˜o 2001 se
lanzo´ un programa tendiente a restaurar la operacio´n del sistema (Polischuk et al., 2002),
llevando la constelacio´n a su configuracio´n nominal en el an˜o 2010. En la figura 2.9 se muestra
aproximadamente la cantidad de sate´lites de la constelacio´n GLONASS entre los an˜os 1985
y 2010 (Chebotarev, 2007).
Entre otras razones, esta eventual merma en la constelacio´n ha provocado que en la
bibliograf´ıa occidental no se haga demasiado e´nfasis en la utilidad y las potencialidades del
sistema GLONASS. Sin embargo, en los u´ltimos an˜os, la constelacio´n se ha mantenido en
operacio´n, contando con un buen nu´mero de sate´lites de recambio. En la figura 2.10 se
muestra la cantidad de sate´lites de GLONASS tanto en la constelacio´n como operativos entre
los an˜os 2008 y 2016, para lo cual se utilizo´ la informacio´n disponible en GLONASS (2016)
para los d´ıas 1 de cada mes del per´ıodo mencionado.
Al igual que en el caso de GPS, los sate´lites que conforman la constelacio´n han
evolucionado en el tiempo, en lo que se conoce como programa de modernizacio´n del sistema.
Podemos dividir esta evolucio´n en tres grupos de sate´lites o series:
• GLONASS: Estos sate´lites responden a un disen˜o tradicional ruso consistente en
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Figura 2.10: Cantidad de sate´lites en la constelacio´n GLONASS entre 2008 y 2016.
un cilindro presurizado, sellado herme´ticamente, con estabilizacio´n en los tres ejes.
Dentro de esta serie se encuentran varios bloques, definidos como Bloque I, IIa, IIb
y IIc. El Bloque I, tambie´n referido como la generacio´n cero, esta´ constituido por los
primeros prototipos de sate´lites, lanzados entre 1982 y 1985, con una vida u´til de un
an˜o. Los bloques IIa, IIb y IIc, referidos como la primera generacio´n, difieren entre s´ı
principalmente en la vida u´til prevista: de 1 a 2 an˜os para los primeros bloques, y de 3
an˜os para el u´ltimo (Kaplan y Hegarty, 2005). Transmit´ıan sen˜ales en dos bandas, L1
y L2, pero solamente la sen˜al de L1 estaba recomendada para uso civil. Ningu´n sate´lite
de esta serie se encuentra operativo en la actualidad.
• GLONASS-M: Los sate´lites de esta serie, o serie GLONASS Modificada, son una
versio´n modernizada de la serie anterior, utilizando electro´nica ma´s moderna, y capaz de
brindar nuevos servicios. No obstante, se conserva el concepto de mantener la electro´nica
en un habita´culo presurizado herme´tico. Las principales modificaciones consisten en
agregar una nueva sen˜al de uso civil en banda L2, y la incorporacio´n de campos en el
mensaje de navegacio´n para facilitar el uso conjunto con el sistema GPS; adema´s de
una vida u´til mayor, estimada en 7 an˜os (Kaplan y Hegarty, 2005). En la constelacio´n
actual se encuentran 21 sate´lites operativos de esta serie. Es decir, la constelacio´n
nominal consta pra´cticamente de sate´lites GLONASS-M.
• GLONASS-K: Esta nueva generacio´n de sate´lites incorpora por primera vez para
GLONASS sen˜ales de acceso mu´ltiple por divisio´n de co´digo (CDMA, Code Division
Multiple Access) en banda L3, adema´s de las cla´sicas sen˜ales FDMA en banda L1 y
L29. En la actualidad existen so´lo dos sate´lites de esta serie en la constelacio´n, uno
operativo y uno en etapa de test.
En la tabla 2.2 se resume la informacio´n de las diferentes series de sate´lites que conforman
la constelacio´n GLONASS (Uragan, 2016; Uragan-M, 2016; Uragan-K, 2016); mientras que
en la figura 2.6 se muestran gra´ficas ilustrativas de los mismos.
9No obstante, en un lanzamiento de Junio de 2014 se puso en o´rbita un sate´lite de la serie GLONASS-M
con una carga u´til experimental de transmisio´n CDMA en banda L3 (GNSS, 2014).
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Serie An˜os Exitosos Fallas En operacio´n Spares - Test
GLONASS 1985-2005 81 6 0 0
GLONASS-M 2001- 45 6 23 2
GLONASS-K 2011- 2 0 1 1
Total - 128 12 24 3
Tabla 2.2: Diferentes Series que conforman la constelacio´n GLONASS.
(a) Sate´lite GLONASS.
(b) Sate´lite GLONASS-M.
(c) Sate´lite GLONASS-K.
Figura 2.11: Esquema de los diferentes sate´lites de las series que conforman la constelacio´n
GLONASS.
2.2. Segmento de Control
El segmento de control (CS) o segmento terreno es el encargado de gobernar el sistema y
supervisar la operacio´n de los sate´lites de la constelacio´n.
Las principales funciones del mismo son:
• Determinar la orientacio´n y ubicacio´n de los sate´lites, y predecir sus o´rbitas.
• Supervisar y mantener el estado de salud de los sate´lites.
• Analizar la operacio´n de los relojes a bordo de los sate´lites y estimar para´metros que
permitan caracterizar su comportamiento, v.g. sincronismo con respecto a la base de
tiempo del sistema, corrimiento en la frecuencia de operacio´n.
• Determinar para´metros que describan cuestiones ambientales como por ejemplo el
comportamiento de la iono´sfera.
• Generar los para´metros del mensaje de navegacio´n y transmitir esta informacio´n a los
sate´lites, para que los mismos puedan a su vez transmitirlos a los usuarios.
• Monitorear la integridad de las sen˜ales transmitidas por los sate´lites. Verificar y registrar
los datos de navegacio´n enviados al usuario.
• Disponer las maniobras necesarias para mantener la o´rbita de cada sate´lite en sus
para´metros apropiados, o para realizar el reposicionamiento de sate´lites frente a fallas
en alguno de ellos.
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• Asegurar la cobertura reemplazando los sate´lites que quedan fuera de servicio.
En general, el segmento de control esta´ compuesto por una estacio´n maestra encargada
de coordinar toda la operacio´n, y una red de estaciones de monitoreo dispersadas sobre
la superficie terrestre (ubicadas tanto en su territorio como en colonias, bases militares del
propietario del sistema GNSS en cuestio´n, o en sitios convenidos con otros estados soberanos).
Algunas de estas estaciones poseen adema´s antenas que permiten transmitir datos hacia los
sate´lites.
2.2.1. GPS
El segmento de control de GPS es el responsable de la correcta operacio´n del sistema. Esta´
compuesto por una red de estaciones de monitoreo (MS), una estacio´n de control maestra
(MCS), una segunda estacio´n maestra de resguardo (BMCS), y antenas de transmisio´n
terrestres (GA).
La MCS es el nodo central de control de la constelacio´n de sate´lites GPS. Colecta los
datos de seguimiento de las estaciones de monitoreo y calcula la o´rbita y los para´metros de
reloj de los sate´lites mediante un algoritmo de estimacio´n basado en el filtrado de Kalman.
Estos resultados son luego transferidos a las antenas de transmisio´n terrestres, para ser
eventualmente transmitidos a los sate´lites. Originalmente, la MCS se encontraba ubicada
en la base Vandenberg de la Fuerza Ae´rea (Vandenberg AFB), California. Actualmente se
encuentra en la Scriever AFB, en Colorado Springs, Colorado.
El sistema contaba originalmente con cinco estaciones de monitoreo ubicadas en Hawai,
Colorado Springs (Colorado, USA), Isla Ascensio´n (ubicada en el Oce´ano Atla´ntico Sur),
Diego Garcia (un atolo´n ubicado en el Oce´ano I´ndico), y Kwajalein (un atolo´n ubicado
en el Oce´ano Pac´ıfico Norte). A los efectos de incrementar el desempen˜o y la precisio´n,
nuevas estaciones fueron incorporadas en sucesivas modernizaciones del sistema. En 2001
se incorporo´ una estacio´n en Cabo Can˜averal, Florida (USA). En 2005 se incorporaron
seis nuevas estaciones en Adelaida (Australia), Buenos Aires (Argentina), Hermitage (Reino
Unido), Manama (capital de Bare´in, en el Golfo Pe´rsico) Quito (Ecuador), y Washington DC
(USA). Cinco estaciones ma´s fueron an˜adidas en 2006: Fairbanks (Alaska), Osan (Korea del
Sur), Papeete (Tahiti) Pretoria (Suda´frica), y Wellington (Nueva Zelanda).
Cada una de estas estaciones se encuentra equipada con un reloj ato´mico de alta precisio´n
y receptores que continuamente miden los pseudo-rangos de todos los sate´lites en vista. Las
mediciones de pseudo-rango son suavizadas y corregidas utilizando informacio´n meteorolo´gica
y de retardo ionosfe´rico, y luego transmitidas a la MCS (Hofmann-Wellenhof et al., 2007).
Existen cuatro GA, ubicadas en la misma locacio´n que cuatro de las estaciones de
monitoreo: Isla Ascensio´n, Diego Garc´ıa, Kwajalein, y Cabo Can˜averal; y su operacio´n es
controlada por la MCS. Cada GA esta´ equipada para transmitir comandos y datos a los
sate´lites, entre los que se incluyen las efeme´rides y los para´metros de reloj, previamente
calculados en la MCS; y para recibir de los sate´lites la informacio´n de telemetr´ıa y de rango.
El enlace de comunicaciones hacia los sate´lites (uplink) opera en banda S.
La actualizacio´n de datos de cada GA hacia el sate´lite tiene lugar, nominalmente,
tres veces por d´ıa. No obstante, los sate´lites de la constelacio´n cuentan con informacio´n
almacenada, que les permite predecir sus para´metros en caso que no pueda establecerse la
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comunicacio´n con el segmento terreno. La capacidad de operacio´n del servicio de navegacio´n,
sin comunicacio´n de los sate´lites con el CS, ha ido incrementa´ndose a medida que se
actualizaba la constelacio´n, siendo de una duracio´n de 3 a 4 d´ıas para los sate´lites del Bloque
I, de 14 d´ıas para el Bloque II, 180 d´ıas para el Bloque IIIA, y mayor a 180 d´ıas para el
Bloque IIR (Hofmann-Wellenhof et al., 2007).
2.2.2. GLONASS
El segmento de control, o segmento terreno del sistema GLONASS es el responsable de la
correcta operacio´n del sistema. Esta´ compuesto por un Centro de Control del Sistema (SCC),
un Sincronizador Central (CS) o reloj del sistema, y estaciones de Telemetr´ıa, Seguimiento
(Tracking) y Control (TT&C).
El SCC, ubicado en el Centro Espacial Krasnoznamensk, 70 Km al sudoeste de Moscu´,
coordina el funcionamiento y operacio´n a nivel de sistema y es el responsable del manejo
y control de la constelacio´n de sate´lites GLONASS. El SCC procesa la informacio´n de las
Estaciones de Comando y Seguimiento, a los efectos de determinar el estado de operacio´n
de los relojes y las o´rbitas de los sate´lites, y actualizar el mensaje de navegacio´n para cada
sate´lite.
El CS, ubicado en Schelkovo, en la regio´n de Moscu´, es el responsable de la escala de
tiempo del sistema GLONASS, mediante un reloj ato´mico de hidro´geno de alta precisio´n.
Existen cinco estaciones de TT&C, distribuidas a lo largo y ancho del territorio ruso:
Schelkovo, Komsomoisk, San Petersburgo, Ussuriysk, y Yenisseisk. Se complementan con
cinco estaciones de medicio´n de distancia con la´ser (SLR), ubicadas en Komsomolsk-na-
Amure (la u´nica en Rusia), Balkhash (Kazajista´n), Evpatoria (Ucrania), Kitab (Uzbekistan),
y Ternopol (Ucrania). Estas estaciones realizan el seguimiento de la sen˜al y monitoreo de los
sate´lites en vista. La informacio´n de rango y de telemetr´ıa obtenida es luego transmitida
al SCC para su procesamiento. Tambie´n se encargan de transmitir la informacio´n hacia los
sate´lites v´ıa enlaces de comunicaciones (uplink) (Hofmann-Wellenhof et al., 2007).
Existen seis estaciones adicionales previstas para comenzar su operacio´n en el futuro
cercano, ubicadas tanto en territorio ruso, como en la Comunidad de Estados Independientes,
ubicadas en Yakutsk, Ulan-Ude, Nurek, Vorkuta, Murmansk, y Zelenchuk.
2.3. Segmento de Usuario
Este segmento incluye todos los usuarios equipados con un receptor GNSS, los cuales
pueden clasificarse segu´n: categor´ıas de usuario, tipo de receptor GNSS, y/o servicios de
informacio´n que utilizan.
Las categor´ıas de usuario distinguen entre usuarios civiles y militares, y entre usuarios
autorizados y no-autorizados. La principal diferencia consiste en que los usuarios civiles y los
no-autorizados no tienen acceso a todas las sen˜ales y servicios de los sistemas GNSS. Dentro
de las aplicaciones de ı´ndole civil podemos citar:
• La navegacio´n de veh´ıculos espaciales y aeroespaciales (tema del que trata esta tesis),
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como sate´lites de o´rbita baja y cohetes lanzadores.
• La aviacio´n, tanto como instrumento de guiado en vuelo como en maniobras de
aproximacio´n y aterrizaje.
• La industria automotriz, donde el dispositivo ma´s ampliamente utilizado tiene la
funcionalidad de asistir a los conductores con instrucciones para llegar desde el punto
de partida a una meta determinada con un mı´nimo nu´mero de desv´ıos. Existen, sin
embargo dispositivos ma´s sofisticados que permiten mejorar la seguridad de la operacio´n
del veh´ıculo, e incluso lograr el guiado automa´tico en aplicaciones que lo requieran.
• La navegacio´n mar´ıtima y fluvial, donde resulta de gran ayuda bajo condiciones de baja
visibilidad.
• La asistencia y guiado auto´nomo de maquinaria (por ejemplo maquinaria agr´ıcola).
• La topograf´ıa y la geodesia.
• Usos recreativos, como caminatas, excursiones, ciclismo, etc.
Cada una de estas aplicaciones requiere un receptor con caracter´ısticas y desempen˜os
diferentes, por ejemplo un caminante no esta´ en general interesado en el nivel de precisio´n
milime´trico que s´ı requiere un topo´grafo. E´ste a su vez podr´ıa no estar interesado en obtener
posicio´n en tiempo real, la cual es indispensable en el caso de guiado auto´nomo, etc. As´ı,
existen en el mercado receptores GNSS con caracter´ısticas particulares para cada tipo de
aplicacio´n que se clasifican segu´n el tipo de observables que utilizan (por ejemplo: pseudo-
rangos, fase de portadora, mediciones diferenciales, etc.); segu´n si utilizan una, dos, o ma´s
frecuencias; segu´n si utilizan uno o ma´s sistemas GNSS espec´ıficos; y segu´n si realizan la fusio´n
con algu´n tipo de sensor complementario, como por ejemplo acelero´metros o giro´scopos.
Existen diversos servicios de informacio´n adicionales, tanto estatales como privados, con la
capacidad de proveer a los usuarios diferentes datos sobre la operacio´n de los sistemas GNSS.
Generalmente, la informacio´n contiene reportes del estado de la constelacio´n, interrupciones
de servicio programadas, y datos orbitales precisos.
2.4. Descripcio´n de la sen˜al
En los sistemas de navegacio´n satelital GPS y GLONASS el usuario opera de forma pasiva:
los sate´lites transmiten sen˜ales electromagne´ticas, y el usuario las recibe, sin transmitir nada
hacia los sate´lites10 . Esto permite que el nu´mero de usuarios que puede satisfacer el sistema
sea, en principio, ilimitado.
Cada una de estas sen˜ales esta´ formada en general por tres componentes:
• Un mensaje de datos de baja tasa (< 1 Kbps), conocido como mensaje de navegacio´n,
en el que se transmiten los para´metros orbitales, las correcciones de reloj y dema´s
para´metros del sistema. Este mensaje, utiliza en general sen˜alizacio´n NRZ bipolar.
10Solamente el segmento de control se comunica en ambas direcciones con los sate´lites.
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Denominacio´n Frecuencia [MHz] Co´digo Tasa de co´digo
[Mcps]
L1 1575, 42 C/A 1, 023
L1C 1, 023
L2 1227, 60 L2C 1, 023
L5 1176, 45 L5I 10, 23
L5Q 10, 23
Tabla 2.3: Caracter´ısticas de las sen˜ales de uso civil GPS.
• Un co´digo pseudo-aleatorio o secuencia pseudo-aleatoria, de una tasa mucho mayor a
la del mensaje de navegacio´n, con propiedades de correlacio´n que permiten la medicio´n
del tiempo de transmisio´n de la sen˜al; y que en algunos casos se utiliza para acceso
mu´ltiple por divisio´n de co´digo (CDMA). Para esta secuencia generalmente se utiliza
codificacio´n NRZ bipolar. Dado que no transporta informacio´n, a los valores binarios
que componen esta secuencia se los denomina chips, para distinguirlos de los bits del
mensaje de datos.
• Una portadora en banda L (1 ∼ 2 GHz).
El mensaje de navegacio´n, se modula o multiplica por la secuencia pseudo-aleatoria,
produciendo una expansio´n del espectro por secuencia directa (DSSS, Direct-Sequence Spread
Spectrum). La sen˜al digital resultante se modula sobre la portadora, en general mediante la
te´cnica BPSK (Binary Phase-Shift Keying)11. Adema´s, en general se transmiten varias sen˜ales
digitales sobre una misma portadora, utilizando la modulacio´n en fase, I, y en cuadratura,
Q; o mediante multiplexacio´n por divisio´n de tiempo, TDM.
2.4.1. GPS
Las sen˜ales de uso civil en el sistema GPS se transmiten en tres frecuencias de portadora,
denominadas L1, L2 y L5, que se detallan en la tabla 2.3, donde tambie´n se muestran los
co´digos de uso civil modulados sobre dichas portadoras.
Las sen˜ales L1C se incorporara´n a partir del Bloque III, y por tanto no se encuentran
disponibles actualmente; de las sen˜ales L5 (Bloque IIF en adelante) se encuentran disponibles
12 sate´lites, y de las sen˜ales L2C (Bloque IIR-M en adelante) se encuentran disponibles 19
sate´lites (ver tabla 2.1). Por tanto, en la actualidad la u´nica sen˜al de uso civil que brinda
cobertura completa del sistema es la sen˜al de co´digo C/A (de Coarse Acquisition) en banda
L1.
El co´digo C/A es una secuencia de largo 1023 con una tasa de 1023 kilochips por segundo,
es decir, una duracio´n de 1 ms, lo cual corresponde a aproximadamente 297 m (a la velocidad
de la luz en el vac´ıo). Este co´digo pertenece a la familia de co´digos PRN conocida como co´digos
11No entraremos en detalle sobre la modulacio´n MBOC (Multiplexed Binary Offset Carrier) utilizada en
una de las sen˜ales de uso militar de GPS a partir del bloque IIR-M, y en el sistema Galileo.
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Denominacio´n Frecuencia [GHz] Sen˜al Tasa de co´digo
[kcps]
L1 ∼ 1,6 ST 511
L2 ∼ 1,25 ST 511
Tabla 2.4: Caracter´ısticas de las sen˜ales de uso civil GLONASS.
Gold, que se obtienen mediante la suma mo´dulo-2 (XOR) de dos secuencias de ma´ximo largo.
Cada sate´lite de la constelacio´n transmite un co´digo diferente, lo que permite implementar
un esquema de acceso mu´ltiple por divisio´n de co´digo, CDMA, en el que las sen˜ales de los
diferentes sate´lites comparten el mismo intervalo de frecuencias.
El mensaje de navegacio´n, con una tasa de 50 bps y codificacio´n NRZ bipolar, se modula
sobre este co´digo de tal manera que en el intervalo que dura cada bit de datos se repite
20 veces el co´digo; alineado de forma que las posibles transiciones de bit coincidan con el
comienzo de una de estas 20 secuencias C/A. La sen˜al resultante se modula mediante la
te´cnica BPSK sobre la portadora en banda L1.
2.4.2. GLONASS
A partir de la serie GLONASS-M, las sen˜ales de uso civil en el sistema GLONASS se
transmiten en dos sub-bandas de frecuencia de portadora, denominadas L1 y L2, que se
detallan en la tabla 2.4. La misma sen˜al de uso civil, denominada de precisio´n esta´ndar (ST)
se transmite en estas dos sub-bandas.
A partir de la serie GLONASS-K, se incluyen nuevas sen˜ales de uso civil con modulacio´n
CDMA en las bandas L1, L2, y en una nueva banda denominada L3 (1205 MHz); pero, en la
actualidad existe un u´nico sate´lite de la serie operativo en la constelacio´n.
El co´digo PR utilizado en la sen˜al ST es una secuencia de ma´ximo largo de 511 chips, a
una tasa de 511 kilochips por segundo, dando una duracio´n de 1 ms, al igual que en el caso
GPS, lo cual corresponde a aproximadamente 297 m (a la velocidad de la luz en el vac´ıo).
El mensaje de navegacio´n consta de dos partes: 85 bits de datos a una tasa de 50 bps,
que son sumados mo´dulo 2 con una secuencia perio´dica a tasa 100 bps de 1s y 0s intercalados
(10101010 . . .), denominada meander sequence (GLONASS, 2008), dando una “tasa” de
100 bps12; seguidos de 30 bits de la secuencia de marca temporal (secuencia fija y conocida) a
una tasa de 100 bps. Este mensaje, con sen˜alizacio´n NRZ bipolar, se modula sobre el co´digo
PR de manera que en el intervalo que dura cada bit del mensaje se repite 10 veces el co´digo.
El mensaje de navegacio´n esta´ alineado de tal manera que las posibles transiciones de bit
coincidan con el comienzo de una de estas 10 secuencias PR.
A diferencia de GPS, todos los sate´lites GLONASS transmiten el mismo co´digo PR. La
separacio´n de canales se realiza por FDMA (Frequency Division Multiple Access). GLONASS
12Esta forma es la que utiliza el ICD de GLONASS, GLONASS (2008), para la descripcio´n de la sen˜al. Una
descripcio´n alternativa consiste en pensar que se trata de una secuencia de datos a 50 bps con sen˜alizacio´n
Manchester.
2.4. DESCRIPCIO´N DE LA SEN˜AL 35
Canal (K) Sub-banda L1
[MHz]
Sub-banda L2
[MHz]
-07 1598,0625 1242,9375
-06 1598,6250 1243,3750
-05 1599,1875 1243,8125
-04 1599,7500 1244,2500
-03 1600,3125 1244,6875
-02 1600,8750 1245,1250
-01 1601,4375 1245,5625
00 1602,0 1246,0
01 1602,5625 1246,4375
02 1603,125 1246,875
03 1603,6875 1247,3125
04 1604,25 1247,75
05 1604,8125 1248,1875
06 1605,375 1248,625
Tabla 2.5: Frecuencia nominal de portadora en las sub-bandas L1 y L2 de GLONASS.
define los siguientes canales de frecuencia (GLONASS, 2008)
fK1 = f01 +K∆f1 (2.1)
fK2 = f02 +K∆f2 (2.2)
donde
f01 = 1602 MHz, ∆f1 = 562, 5 KHz, (sub-banda L1) (2.3)
f02 = 1246 MHz, ∆f2 = 437, 5 KHz, (sub-banda L2) (2.4)
−7 ≤ K ≤ +6 K ∈ Z. (2.5)
En la tabla 2.5 se muestran los valores nominales de frecuencia de portadora en las sub-
bandas L1 y L2 para los diferentes canales GLONASS. Se puede notar que existen so´lo 14
posibles canales para repartir entre los 24 sate´lites de la constelacio´n. La solucio´n consiste en
que un mismo canal de frecuencia puede ser utilizado por hasta dos sate´lites que se encuentren
ubicados de manera anti-podal en la constelacio´n. As´ı, como estos dos sate´lites no podr´ıan
encontrarse visibles simulta´neamente para un usuario en tierra, se logra la separacio´n de las
sen˜ales.
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2.5. Principio de Determinacio´n de la Posicio´n
La determinacio´n de la posicio´n en los sistemas GNSS se basa en dos principios
relativamente simples: la medicio´n de distancia a partir de sen˜ales electromagne´ticas, y la
trilateracio´n a partir de mediciones de distancia a puntos conocidos.
El primer principio consiste en determinar lo que se conoce como tiempo de arribo,
TOA (por sus siglas en ingle´s, Time Of Arrival), esto es, el tiempo que demora una sen˜al
electromagne´tica en viajar desde el transmisor hasta el receptor. Si asumimos que este tiempo
puede medirse, la distancia entre transmisor y receptor queda determinada por
r1 = c · TOA (2.6)
donde c es la velocidad de propagacio´n de la onda electromagne´tica en el medio, que en un
principio puede asumirse que se corresponde con la velocidad de la luz en el vac´ıo.
Esta medicio´n permite determinar que el receptor se encuentra en algu´n punto sobre la
superficie de una esfera de radio r1 con centro en el transmisor. Si se repite este procedimiento
para un segundo transmisor a distancia r2 del receptor, la incertidumbre sobre la posicio´n de
este u´ltimo quedara´ acotada a la interseccio´n de la primer esfera con una segunda esfera de
radio r2 centrada en este segundo transmisor. Puede verse que la interseccio´n de estas dos
esferas resulta en una circunferencia en el espacio tridimensional, como se muestra en la figura
2.12(a). Es decir, la incertidumbre en la posicio´n del receptor se reduce a esta circunferencia.
Si se repite una vez ma´s este procedimiento para un tercer transmisor a distancia r3 del
receptor, la incertidumbre sobre la posicio´n del receptor se reducira´ a la interseccio´n de una
tercer esfera de radio r3 centrada en este tercer transmisor, con la circunferencia resultante
de la interseccio´n de las dos primeras esferas. Puede verse que la interseccio´n de una esfera
con una circunferencia en el espacio resulta en dos posibles puntos, como se muestra en la
figura 2.12(b). Al procedimiento descripto anteriormente se lo conoce como trilateracio´n o
reseccio´n. En general, en un caso pra´ctico, uno de estos dos posibles puntos puede eliminarse
apelando a alguna fuente de informacio´n adicional, como por ejemplo el conocimiento de que
el receptor se encuentra sobre o cercano a la superficie terrestre. De no ser posible esto, debera´
recurrirse al conocimiento de la distancia a un cuarto transmisor para determinar finalmente
la posicio´n del receptor.
Un caso particular de lo anterior resulta cuando el receptor se encuentra sobre la l´ınea
que une dos transmisores. En este caso, no har´ıa falta una tercer medicio´n para obtener la
posicio´n del receptor. Otro caso particular ocurre cuando el receptor se encuentra en el mismo
plano que los tres transmisores, con lo cual la interseccio´n resulta en un u´nico punto, y no
har´ıa falta contar con informacio´n adicional para determinar la posicio´n del receptor. Un
tercer caso particular ocurre cuando los tres transmisores se encuentran en la misma l´ınea
(y el receptor no esta´ en esta misma l´ınea, ya que esta situacio´n se reducir´ıa al primer caso
analizado). En este caso, la interseccio´n de las tres esferas coincide con el c´ırculo interseccio´n
de dos cualesquiera de ellas, con lo cual una de las tres esferas no aporta informacio´n relevante
para la determinacio´n de la posicio´n del usuario. En este u´ltimo caso, se hara´ necesario tomar
una cuarta medicio´n.
En los sistemas GNSS, los transmisores son los sate´lites que forman la constelacio´n del
sistema, y la posicio´n del receptor es lo que se conoce como posicio´n de usuario. Denotamos
con u al vector que contiene las tres coordenadas de posicio´n del usuario en un marco de
referencia espacial determinado, con si al vector que contiene las tres coordenadas de posicio´n
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Figura 2.12: (a) Interseccio´n de dos esferas de radios r1 y r2. (b) Interseccio´n con una tercer esfera
de radio r3.
de un sate´lite particular en este mismo marco de referencia espacial, y con ri al vector
diferencia entre ambos
ri = si − u. (2.7)
Esta relacio´n se esquematiza en la figura 2.13. La distancia geome´trica o rango entre el
sate´lite y el usuario, lo que en el ana´lisis anterior se corresponde con el radio de la esfera, ri,
esta´ dada por la norma eucl´ıdea de ri, denotada ‖ri‖.
y
z
u
s i
r
i
b
x
Figura 2.13: Posicio´n del usuario y del sate´lite en un mismo marco de referencia espacial.
2.6. Tiempo de Transmisio´n
Como se menciona previamente, la medicio´n de distancia entre transmisor y receptor,
es decir, entre sate´lite y usuario, se basa en la medicio´n del TOA de la sen˜al. Las sen˜ales
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transmitidas por los sate´lites que forman las constelaciones de los sistemas GNSS transportan
informacio´n indicando en que´ instante (relativo a la base de tiempo de cada sistema GNSS
particular) han sido generadas. El receptor puede entonces determinar (dentro de un margen
de error) el instante de transmisio´n a partir de la decodificacio´n de la marca de tiempo
presente en la sen˜al. A esta estimacio´n se la denomina Tiempo de Transmisio´n (TT ). Si el
receptor se encontrase sincronizado con la misma base de tiempo del sistema, podr´ıa conocer
el instante de recepcio´n de la sen˜al medido segu´n ese mismo patro´n temporal, lo que se conoce
como Tiempo de Recepcio´n (TR). La diferencia entre el TR y el TT determinar´ıa entonces
el TOA
TOA = TR− TT. (2.8)
La indicacio´n de en que´ instante fue generada la sen˜al13 es justamente el co´digo PR que
modula al mensaje de navegacio´n, cuyo comienzo esta´ alineado con la base de tiempo del
sate´lite. Si el receptor se encontrara sincronizado con la base de tiempo del sistema, podr´ıa
generar este co´digo de manera sincro´nica con el generado por el sate´lite, como se muestra en
la figura 2.14, a) y c). La sen˜al transmitida por el sate´lite, llega al receptor retrasada por la
cantidad TOA, como se muestra en la figura 2.14, b). El receptor, puede entonces retrasar la
re´plica local hasta que se logre el ma´ximo de correlacio´n con la sen˜al recibida. El valor por el
cual debe retardarse esta sen˜al es justamente el TOA, como se muestra en la figura 2.14, d).
a) Señal Transmitida
b) Señal Recibida
TOA
c) Réplica Local
d) Réplica Local Retrasada
TOA
Figura 2.14: Medicio´n del tiempo de arribo utilizando la re´plica de co´digo.
En la pra´ctica, lograr el sincronismo entre el receptor y la base de tiempo del sistema
requerir´ıa la utilizacio´n de relojes ato´micos muy precisos en los receptores, lo cual encarecer´ıa
notablemente el precio de los mismos. Veremos que tampoco interesa realmente. Lo
importante a resaltar es que lo que el receptor determina son los tiempos de transmisio´n de
las sen˜ales provenientes de cada uno de los sate´lites, y esta determinacio´n debe hacerse para
todos ellos en un mismo instante de recepcio´n. Esto u´ltimo es lo que realmente interesa
para la solucio´n de posicio´n. Para ello, el receptor debe tener una base de tiempo propia, no
13En realidad, la parte fina de esta indicacio´n. La parte gruesa se determina en base al mensaje de navegacio´n.
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necesariamente demasiado precisa14, que le permita conocer a que´ instante corresponde cada
medicio´n (a los efectos de que sean sincro´nicas entre s´ı).
2.7. Pseudo-Rango
La medicio´n del TOA asume impl´ıcitamente que tanto transmisor como receptor
comparten una misma base de tiempo, contra la cual realizar esta medicio´n. En la pra´ctica, el
marco de referencia temporal de los sate´lites del sistema GNSS no es sincro´nico con el marco
de referencia temporal del usuario, lo cual se interpreta diciendo que el reloj de usuario posee
un error desconocido, (tambie´n denominado sesgo de reloj local) ∆tb, con respecto al reloj
de los sate´lites. Si denominamos con TTs al tiempo de transmisio´n de la sen˜al en el marco
de referencia del sate´lite; y con TRs y TRu al tiempo de recepcio´n de la sen˜al en el marco de
referencia del sate´lite y del usuario, respectivamente, el tiempo de arribo medido, resulta
TOAmed = TRu − TTs = (TRs +∆tb)− TTs = TRs − TTs +∆tb (2.9)
∴ TOAmed = TOAs +∆tb. (2.10)
Es decir, el tiempo de arribo medido es igual al tiempo de arribo de la sen˜al (medido en
la base de tiempo del sate´lite) ma´s el te´rmino debido al error de sincronizacio´n de las bases
de tiempo.
Si tomamos la ecuacio´n (2.10) para un sate´lite particular i, multiplicamos ambos miembros
por la velocidad de la luz, y definimos
ρi , c TOAmedi (2.11)
‖ri‖ , c TOAsi (2.12)
b , c ∆tb (2.13)
llegamos a
ρi = ‖ri‖+ b (2.14)
donde ‖ri‖ es el rango o distancia geome´trica entre el sate´lite i y el usuario, ecuacio´n (2.6),
y b es el error de sincronismo traducido a distancia. A ρi se lo denomina pseudo-distancia o´
pseudo-rango, ya que no se corresponde con una distancia geome´trica, sino con una distancia
ficticia que incorpora el efecto del no-sincronismo de los relojes en la medicio´n de distancia.
En general se interpreta que las mediciones obtenidas por los receptores GNSS son los
pseudo-rangos. Si bien, como enfatizamos en la seccio´n 2.6, las mediciones obtenidas son los
tiempos de transmisio´n de la sen˜al, lo expuesto previamente muestra la relacio´n entre tiempos
de transmisio´n y pseudo-rangos. En adelante, hablaremos de tiempos de transmisio´n o de
pseudo-rangos, segu´n convenga a nuestro ana´lisis. En general, para pensar el armado de las
mediciones internamente al receptor, y para el ca´lculo de los estados de los sate´lites conviene
hablar de tiempos de transmisio´n, mientras que para obtener la solucio´n de navegacio´n resulta
ma´s co´modo pensar en mediciones de pseudo-rango.
14La estabilidad en frecuencia de la base de tiempo es no obstante un factor de disen˜o a tener en cuenta, ya
que influye en por ejemplo el desempen˜o de los lazos de seguimiento de sen˜al.
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En principio, podemos asumir que todos los sate´lites que forman la constelacio´n de un
mismo sistema GNSS poseen una base de tiempo sincro´nica, con lo cual el error de sincronismo
con respecto a la base de tiempo del usuario es comu´n para todas las mediciones. Por tanto,
el te´rmino b es comu´n a todos los pseudo-rangos.
Dado un conjunto de sate´lites de posicio´n conocida, para los cuales se puede obtener
mediciones de pseudo-rango, la obtencio´n de la solucio´n de posicio´n de usuario consiste en
resolver un sistema de ecuaciones no-lineales de la forma (2.14). Esta solucio´n implica la
obtencio´n del para´metro b, lo que permite obtener el sesgo de reloj de usuario, y por ende
sincronizar al usuario con la base de tiempo del sistema GNSS. Es por ello que a la solucio´n
obtenida se la denomina solucio´n de posicio´n-tiempo de usuario.
El mencionado sistema de ecuaciones posee 4 inco´gnitas, las tres coordenadas del vector
posicio´n de usuario y el sesgo de reloj local. Es por esto que para su resolucio´n se requieren
al menos 4 mediciones de pseudo-rango.
Volviendo a la interpretacio´n geome´trica, el problema consiste en hallar la interseccio´n de
esferas, centradas en los sate´lites, cuyos radios dependen de dos componentes. Por un lado el
rango geome´trico o distancia entre el sate´lite y el usuario, y por otro lado el sesgo de reloj de
usuario, comu´n a todas las mediciones.
2.8. Principio de Determinacio´n de la Velocidad
As´ı como en base a las mediciones de rango geome´trico o distancia entre los sate´lites y
el usuario, y conociendo las posiciones de tales sate´lites, es posible obtener la solucio´n de
posicio´n de dicho usuario; en base a mediciones de variacio´n del rango geome´trico o distancia
entre los sate´lites y el usuario, y conociendo las velocidades de tales sate´lites, es posible
determinar la velocidad del usuario.
Si definimos con u˙ al vector que contiene las tres coordenadas de velocidad del usuario en
un marco de referencia espacial determinado, con s˙i al vector que contiene las tres coordenadas
de velocidad de un sate´lite particular, en este mismo marco de referencia espacial, y con r˙i
al vector diferencia entre ambos, o velocidad relativa
r˙i , s˙i − u˙ (2.15)
puede verse que la variacio´n del rango geome´trico (norma del vector ri) esta´ dada por
15
r˙i =
d‖ri‖
dt
=
r′i r˙i
‖ri‖ =
r′i (s˙i − u˙)
‖ri‖ = e
′
i(s˙i − u˙) (2.16)
donde denotamos con
ei ,
ri
‖ri‖ (2.17)
al vector que apunta desde la posicio´n del usuario al i-e´simo sate´lite, denominado comu´nmente
vector de l´ınea de vista. Una vez que se tiene una estimacio´n de la posicio´n del usuario, es
simple determinar la direccio´n de la l´ınea de vista (ver ecuacio´n (2.7)).
15Utilizaremos la notacio´n A′ para denotar la traspuesta de una matriz A.
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La ecuacio´n (2.16) expresa matema´ticamente un hecho que resulta bastante simple de
interpretar intuitivamente: la variacio´n del rango geome´trico es igual a la proyeccio´n de la
velocidad relativa sobre el vector de l´ınea vista.
Si se cuenta con 3 mediciones de variacio´n de rango geome´trico r˙i entre el usuario y 3
sate´lites de velocidad conocida s˙i, es posible armar un sistema de ecuaciones, que escrito en
forma matricial, resulta


r˙1
r˙2
r˙3

 =


e′1
e′2
e′3

 (s˙i − u˙) (2.18)
Resolviendo esta ecuacio´n es posible hallar las tres inco´gnitas, las tres componentes del
vector u˙ que representan las tres coordenadas de velocidad del usuario en el marco de
referencia utilizado.
2.9. Delta-Rango
Se denomina delta-rango a la tasa de variacio´n del rango debido a la velocidad relativa
entre sate´lite y usuario. Este valor puede estimarse a partir del corrimiento de frecuencia de
la portadora de la sen˜al recibida, producto del movimiento relativo, lo que comu´nmente se
conoce como efecto Doppler16. Si definimos con fTs a la frecuencia de portadora de la sen˜al
transmitida por el sate´lite y con fRs a la frecuencia de portadora de la sen˜al recibida por el
usuario, la relacio´n entre ambas esta´ dada por
fRs = fTs
(
1− r˙i
c
)
(2.19)
donde en esta expresio´n se considera que ambas frecuencias han sido medidas en la base de
tiempo del sate´lite.
Al igual que en el caso del pseudo-rango, esta medicio´n resulta afectada por el hecho de
que las bases de tiempo del sate´lite y el usuario no son sincro´nicas. Existe una variacio´n de
frecuencia entre ambas bases de tiempo, lo que se conoce como deriva del reloj de usuario,
con lo cual la frecuencia medida en una base no se corresponde con la medida en la otra. Si
definimos como fRu a la frecuencia de portadora recibida por el usuario, medida en la base
de tiempo del usuario (lo que realmente mide el receptor), y con ∆fd a la diferencia de la
misma con respecto a la medida por el sate´lite
∆fd , fRu − fRs (2.20)
16Si bien en alguno de los primeros sistemas de posicionamiento satelital como Transit (USA) o Tsikada
(URSS) se utilizaban mediciones de Doppler para obtener la solucio´n de posicio´n (Hofmann-Wellenhof et al.,
2007), aqu´ı nos restringiremos a su utilizacio´n como medio para la determinacio´n de la velocidad, que es como
usualmente se lo utiliza en los sistemas GNSS.
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la ecuacio´n (2.19) puede escribirse como
fRu = fTs
(
1− r˙i
c
)
−∆fd (2.21)
fTs − fRu = λ r˙i +∆fd (2.22)
fTs − fRu
λ
= r˙i +
∆fd
λ
(2.23)
ρ˙i = r˙i + d (2.24)
donde λ es la longitud de onda nominal de la sen˜al transmitida por el sate´lite, d es la deriva
del reloj de usuario traducida a velocidad, y con ρ˙i denotamos la medicio´n de delta-rango
para el sate´lite i. A partir de (2.16), puede escribirse
ρ˙i = e
′
i(s˙i − u˙) + d (2.25)
la cual es una ecuacio´n lineal que relaciona la medicio´n de delta-rango con la velocidad del
usuario. Al igual que el sesgo del reloj local, el te´rmino d constituye una inco´gnita adicional a
resolver. Por su parte, la velocidad del sate´lite puede obtenerse a partir de la informacio´n del
mensaje de navegacio´n. As´ı, con al menos cuatro mediciones de delta-rango podr´ıa obtenerse
la solucio´n de velocidad y deriva del reloj de usuario.
2.10. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se presentaron los dos sistemas GNSS completamente operativos en la
actualidad: GPS y GLONASS. Se expusieron brevemente la composicio´n y las principales
caracter´ısticas de cada uno de ellos.
Se presentaron tambie´n algunas definiciones generales como la medicio´n de TOA, pseudo-
rango y delta-rango; adema´s de conceptos generales como la determinacio´n de la posicio´n
y velocidad en base a mediciones de los sistemas GNSS. Estos u´ltimos conceptos exceden
la particularidad de los sistemas GPS y GLONASS y son aplicables a la generalidad de los
sistemas GNSS.
Cap´ıtulo 3
Marcos de referencia
En la formulacio´n matema´tica de la determinacio´n de la posicio´n y la velocidad con los
sistemas GNSS (secciones 2.5 y 2.8) se asume que tanto las mediciones de pseudo-rango y de
delta-rango como los estados de posicio´n y velocidad de los sate´lites se encuentran medidos
en un mismo marco de referencia espacial y corresponden a un mismo instante, tambie´n
medido con respecto a un mismo marco de referencia temporal. Es decir, para la formulacio´n
matema´tica del problema de navegacio´n se debe contar con un marco de referencia espacio-
temporal al cual referir las variables intervinientes.
En general, cada sistema GNSS define su propio marco de referencia temporal, con lo cual
en caso de formular el problema de navegacio´n con mediciones de un u´nico sistema GNSS1
resulta natural escoger como marco de referencia para la solucio´n de navegacio´n, dicho marco
de referencia temporal.
En caso de utilizar mediciones de ma´s de un sistema GNSS a la vez, resulta conveniente
escoger como marco de referencia temporal el propio de alguno de los sistemas GNSS
intervinientes, y considerar como una inco´gnita adicional a la diferencia instanta´nea entre
el marco escogido en primer te´rmino y el de cada uno de los dema´s sistemas intervinientes.
Como parte de los esfuerzos por permitir la inter-operatividad de los sistemas GNSS, cada
uno informa (o preve´ informar) con cierto grado de precisio´n la diferencia estimada entre su
marco de referencia temporal y el de los dema´s sistemas; con lo cual la inco´gnita adicional en
la formulacio´n del problema de navegacio´n quedar´ıa con un bajo grado de indeterminacio´n.
El ejemplo t´ıpico de aplicacio´n consiste en plantear el problema de navegacio´n conjunto
GPS/GLONASS, en el cual una opcio´n es seleccionar el marco de referencia temporal de
GPS (que resulta ma´s conveniente por cuestiones que discutiremos ma´s adelante) y an˜adir
como inco´gnita la diferencia del marco de referencia temporal de GLONASS con respecto al
de GPS.
1Esto puede ser de intere´s tambie´n en receptores que utilizan ma´s de un sistema GNSS, pero que obtienen
la solucio´n de navegacio´n con cada uno de los sistemas de manera independiente, sin combinar mediciones de
ma´s de un sistema.
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Por otra parte, la definicio´n de un marco de referencia espacial se basa en la eleccio´n de un
sistema de coordenadas apropiado. Dependiendo de lo que se quiera analizar, o del enfoque
utilizado, resulta conveniente (incluso en un mismo problema) definir diferentes sistemas
de coordenadas, con ciertas caracter´ısticas particulares. Dependiendo de la aplicacio´n, la
relacio´n entre estos sistemas de coordenadas sera´ una variable conocida o una inco´gnita
adicional a determinar. Desde nuestro enfoque diremos que para la formulacio´n del problema
resultara´ conveniente utilizar diferentes marcos de referencia, mientras que para la resolucio´n
del problema de navegacio´n resulta conveniente referir todo a un mismo marco.
3.1. Marcos de Referencia Temporal
3.1.1. GPS
Los relojes ato´micos ubicados tanto a bordo de los sate´lites GPS (segmento espacial) como
en las estaciones de monitoreo (segmento de control) conforman una base de tiempos propia
conocida como marco de referencia temporal del GPS2. Esta base procede del procesamiento
estad´ıstico de las observaciones de estos relojes ato´micos.
Adema´s, el segmento de control se encarga de mantener el tiempo GPS dentro de un error
de 1 µs (mo´dulo 1 s) con respecto al Tiempo Universal Coordinado del Observatorio Naval
de los Estados Unidos, UTC (USNO). En la pra´ctica esta diferencia esta´ t´ıpicamente dentro
de los 50 ns (mo´dulo 1 s) (Kaplan y Hegarty, 2005).
A diferencia de la escala de tiempo UTC, en la cual se introducen ajustes de ±1 segundo,
conocidos como leap-seconds, cada determinados intervalos3 a los efectos de mantener dicha
escala cercana al d´ıa solar medio, el tiempo GPS es una escala de tiempo continua. Esto
hace que exista una diferencia de un nu´mero de segundos enteros entre el tiempo GPS y el
marco UTC (USNO). Los dos marcos fueron coincidentes a las 0 horas del 6 de Enero de
1980. Al momento actual4 existe una diferencia de 17 segundos de adelanto del tiempo GPS
con respecto al UTC. Esta relacio´n, as´ı como las relaciones con otros marcos de referencia
temporales pueden obtenerse en Leapsecond (2016).
Para informar el tiempo GPS en el mensaje de navegacio´n, se lo separa en dos partes
o campos: el nu´mero de semana GPS, WN (acro´nimo de Week Number), y los segundos
transcurridos desde el inicio de la semana, TOW (acro´nimo de Time Of Week). El cambio
de semana GPS se produce en la medianoche del sa´bado/domingo (0 horas del d´ıa domingo),
segu´n la base de tiempo GPS. La cuenta se inicio´ con el valor de semana 0, a las 0 horas
del 6 de Enero de 1980. Dado que el campo utilizado para informar el nu´mero de semana
consta de 10 bits, el valor ma´ximo que puede representarse en 1023, con lo cual el valor
realmente transmitido es el nu´mero de semana mo´dulo 1024. El usuario debe tener en cuenta
este hecho al momento de interpretar el campo WN. El primer desborde de WN se produjo
en la medianoche del 21 al 22 de Agosto de 1999, con lo cual al valor transmitido actualmente
se le debe adicionar 1024. El segundo desborde se producira´ en el an˜o 2019. El TOW toma
el valor 0 al inicio de la semana, y adopta un valor ma´ximo de 604 800 − 1.
2Que para abreviar denominaremos simplemente “tiempo GPS”.
3El esta´ndar UTC habilita a introducir leap seconds al final de cualquier mes UTC, con mayor preferencia
en Junio o Diciembre, y con segunda mayor preferencia en Marzo o Septiembre.
41 de Septiembre de 2016.
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3.1.2. GLONASS
La base de tiempo del sistema GLONASS5 es mantenida por la estacio´n de Sincronizacio´n
Central (CS) que forma parte del segmento de control del sistema. La estabilidad de los
relojes de Hidro´geno utilizados por la CS es superior a 2× 10−15. Por su parte, cada uno de
los sate´lites que forman la constelacio´n del sistema se encuentra provisto de relojes de cesio
(utilizados como referencias de tiempo/frecuencia) con una estabilidad en frecuencia superior
a 5 × 10−13, 1 × 10−13 y 1 × 10−14 (sate´lites GLONASS, GLONASS-M, y GLONASS-K,
respectivamente).
Adema´s, el tiempo GLONASS se encuentra acoplado al sistema de referencia temporal
UTC, con un sesgo constante de 3 hs (correspondiente al sesgo existente entre el tiempo de
Moscu´ y el tiempo Greenwich), y con errores del orden de los microsegundos, debido a que
cada base temporal es mantenida por un reloj maestro diferente.
Lo anterior implica adema´s que la escala de tiempos del sistema GLONASS debe
considerar la adicio´n/sustraccio´n de segundos (leap-seconds) que se efectu´a en el sistema
UTC para mantenerlo en torno al d´ıa solar medio; lo que provoca que el tiempo GLONASS
no constituya una escala temporal continua6 como en el caso del tiempo GPS. Esta u´ltima es
la razo´n primordial por la que, en caso de utilizar ambos sistemas conjuntamente, se prefiera
tomar como referencia temporal a la de GPS.
3.2. Marcos de Referencia Espacial
3.2.1. Equinoccio Vernal
Se denomina plano de la ecl´ıptica al plano que contiene la o´rbita media de la Tierra
alrededor del Sol, y plano ecuatorial al plano que contiene al ecuador terrestre. Dado que el
eje de rotacio´n de la Tierra no es perpendicular a dicho plano sino que presenta una inclinacio´n
de aproximadamente 23,4◦, el plano ecuatorial intersecta al plano de la ecl´ıptica dando lugar
a una l´ınea, que se conoce como l´ınea del equinoccio vernal.
El Sol se encuentra sobre la l´ınea del equinoccio vernal dos veces al an˜o, conocidas como
equinoccio vernal y equinoccio oton˜al 7. La ubicacio´n del Sol en el momento del equinoccio
vernal, visto desde la Tierra, define un punto fijo en el espacio denotado por γ. La direccio´n
positiva de la l´ınea del equinoccio vernal se define como aquella que apunta desde la Tierra
hacia el punto γ (Vallado, 1997).
Si bien existen efectos que producen variaciones de la direccio´n de γ, estas variaciones son
del orden de 1,4◦ por centuria, y a los fines pra´cticos puede considerarse como una direccio´n
fija en el espacio.
5Que para abreviar denominaremos “tiempo GLONASS”.
6Si bien los saltos podr´ıan tener lugar, en el peor de los casos, cada un mes, esto introduce complicaciones
adicionales en la implementacio´n de los receptores.
7La denominacio´n depende del hemisferio desde donde se las mire. El equinoccio vernal o primaveral tiene
lugar aproximadamente el 21 de septiembre (marzo) en el hemisferio sur (norte), mientras que el equinoccio
oton˜al tiene lugar aproximadamente el 21 de marzo (septiembre) en el hemisferio sur (norte).
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3.2.2. Marco de Referencia Inercial Centrado en la Tierra (ECI)
La caracterizacio´n del movimiento tanto del veh´ıculo que nos interesa navegar como de los
sate´lites GNSS consiste ba´sicamente en la aplicacio´n de las leyes del movimiento de Newton;
para lo cual se hace necesario la definicio´n de un marco de referencia inercial8.
El sistema de coordenadas denominado ECI (acro´nimo de Earth-Centered Inertial, Inercial
Centrado en la Tierra) se define tomando como origen el centro de masa de la Tierra y los
ejes coordenados de manera que permanezcan fijos con respecto a las estrellas distantes.
Tı´picamente, en un sistema ECI el plano xy se toma coincidente con el plano ecuatorial
terrestre, el eje x permanece fijo en alguna direccio´n particular relativa a la esfera celeste, el
eje z se toma perpendicular al plano xy en direccio´n al polo norte, y la direccio´n del eje y se
elige de manera de completar una terna de “mano derecha”. Si bien este marco de referencia
no es propiamente inercial, ya que el sistema acelera con el movimiento de rotacio´n de la
tierra alrededor del sol, resulta en general una muy buena aproximacio´n.
Una sutileza en esta definicio´n es que, debido a las irregularidades propias del movimiento
terrestre, tomando el eje x en una direccio´n fija relativa a la esfera celeste, el sistema no resulta
realmente inercial. La solucio´n a esto es definir la orientacio´n de los ejes en un determinado
instante. Por ejemplo, el sistema ECI empleado en GPS utiliza la orientacio´n del plano
ecuatorial a las 12:00 hs del 1 de enero del 2000 (en el sistema UTC), el eje x se toma
apuntando desde el centro de masa de la tierra hacia el equinoccio vernal, y los dema´s ejes de
la forma antes descripta. Este sistema puede considerarse inercial para propo´sitos del sistema
GPS (Kaplan y Hegarty, 2005).
3.2.3. Marco de Referencia Centrado en la Tierra, Fijo con la Tierra
(ECEF)
Para la descripcio´n de la solucio´n de navegacio´n resulta ma´s conveniente contar con un
sistema de coordenadas que permanezca fijo con respecto a la Tierra. Un sistema que cumple
con estas caracter´ısticas es el denominado sistema ECEF (acro´nimo de Earth-Centered Earth-
Fixed, Centrado en la Tierra, Fijo con la Tierra), en el cual se toma como origen el centro de
masa de la Tierra, y el plano xy coincidente con el plano ecuatorial, al igual que en el sistema
ECI. Sin embargo, en el sistema ECEF, el eje x se toma apuntando en la direccio´n de 0◦ de
longitud (meridiano de Greenwich), y el eje y en la direccio´n de 90◦ de longitud Este. El eje
z se toma perpendicular al plano ecuatorial en direccio´n al Norte geogra´fico, completando as´ı
una terna ordenada de “mano derecha”. Este sistema as´ı descripto rota junto con la tierra y
por tanto no constituye un marco de referencia inercial.
WGS-84
El marco de referencia terrestre utilizado por GPS es el World Geodetic System 1984
(WGS-84), derivado originalmente en base a observaciones del sistema Transit. Segu´n
Roßbach (2000) la definicio´n de este marco de referencia es la siguiente:
8Es decir, un marco de referencia en el que se asume que las leyes de Newton son va´lidas.
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Para´metro Valor Significado
a 6,3781370 × 106 m Semi-eje mayor del elipsoide.
f 1/298,257223563 Factor de achatamiento del elipsoide.
ωe 7,292115 × 10−5 rad/s Velocidad angular de la Tierra.
µ 3,986004418 × 1014 m3/s2 Constante de gravitacio´n terrestre.
Tabla 3.1: Para´metros del elipsoide WGS-84.
• El origen es el centro de masa de la Tierra.
• El eje z es paralelo a la direccio´n del Conventional International Origin (CIO) del
movimiento polar, segu´n la definicio´n del Bureau International de l’Heure (BIH).
• El eje x es la interseccio´n del plano meridiano de referencia del WGS-84 y el ecuador
medio astrono´mico.
• El eje y completa una terna ortogonal de mano derecha.
Asociado con este marco de referencia existe un elipsoide de revolucio´n geoce´ntrico
definido por el semi-eje mayor, a, el factor de achatamiento, f = (a − b)/a, la velocidad
de rotacio´n terrestre, ωe, y la constante de gravitacio´n terrestre, µ. Los valores de estas
constantes han sido reajustados con el transcurso del tiempo, en sucesivas revisiones del
WGS-84, denotadas WGS-84 (G730), WGS-84 (G873), WGS-84 (G1150), donde el nu´mero
entre pare´ntesis refiere a la semana GPS en la que se introduce la modificacio´n. Los valores
utilizados actualmente por el sistema se presentan en la tabla 3.1 (Hofmann-Wellenhof et al.,
2007).
PZ-90
El marco de referencia terrestre empleado por el sistema GLONASS es el denotado PZ-
90, abreviatura de Parametry Zemli 1990 (tambie´n PE-90, abreviatura de Parameters of the
Earth 1990). Segu´n GLONASS (2008) la definicio´n de este marco de referencia es la siguiente:
• El origen es el centro de masa de la Tierra.
• El eje z es paralelo a la direccio´n del Polo Norte Medio, de acuerdo con las
recomendaciones de la International Earth Rotation and Reference Systems Service
(IERS).
• El eje x esta´ dirigido al punto de interseccio´n entre el plano ecuatorial terrestre y el
meridiano cero establecido por el Bureau International de l’Heure (BIH).
• El eje y completa una terna ortogonal de mano derecha.
Tambie´n asociado a este marco de referencia existe un elipsoide de revolucio´n geoce´ntrico,
cuyos valores utilizados actualmente por el sistema se presentan en la tabla 3.2 (GLONASS,
2008).
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Para´metro Valor Significado
a 6,3781360 × 106 m Semi-eje mayor del elipsoide.
f 1/298,25784 Factor de achatamiento del elipsoide.
ωe 7,292115 × 10−5 rad/s Velocidad angular de la Tierra.
µ 3,9860044 × 1014 m3/s2 Constante de gravitacio´n terrestre.
Tabla 3.2: Para´metros del elipsoide PZ-90.
∆x ∆y ∆z δs δǫ δψ δω
0 2,5 0 0 0 0 1,9× 10−6
Tabla 3.3: Para´metros de la transformacio´n entre los marcos de referencia de GPS y GLONASS.
Si bien las definiciones anteriores se basan a su vez en definiciones de otros organismos,
lo que debe rescatarse es que cada una se basa en definiciones particulares de centro de
masa de la Tierra, plano ecuatorial y polo norte terrestre. No obstante las definiciones
adoptadas, los marcos ECEF utilizados por GPS y por GLONASS son muy similares,
difiriendo principalmente en una rotacio´n en torno al eje z y una traslacio´n del origen.
Existen una serie de mediciones que apuntan a determinar con cierto grado de exactitud esta
transformacio´n, que resulta de relevancia en campos ma´s cercanos a la geodesia. Un resumen
de esta discusio´n se encuentra en Roßbach (2000). Por cuestiones pra´cticas adoptaremos la
siguiente transformacio´n entre los sistemas, con los valores indicados en la tabla 3.3

xeGPS
yeGPS
zeGPS

 =


∆x
∆y
∆z

+ (1 + δs)


1 δω −δψ
−δω 1 δǫ
δψ −δǫ 1




xeGLO
yeGLO
zeGLO

 (3.1)
donde el super´ındice eGPS indica que la coordenada corresponde al sistema ECEF de GPS,
mientras que eGLO indica que la coordenada corresponde al sistema ECEF de GLONASS.
En lo que sigue, adoptaremos como sistema ECEF el propio de GPS, sin hacer referencia
expl´ıcita, y cuando sea necesario se realizara´n las transformaciones necesarias para llevar a
este marco de referencia.
3.2.4. Marco de Referencia del Cuerpo
A los efectos de caracterizar diferentes partes del veh´ıculo (generalmente modelado como
cuerpo r´ıgido) que permanecen solidarias al mismo, como es el caso de la/s antena/s que
reciben las sen˜ales GNSS; as´ı como tambie´n para describir la orientacio´n del veh´ıculo relativa
a otro marco de referencia, resulta conveniente definir un sistema de coordenadas propio del
cuerpo. Esto es, una terna ordenada que se mantenga fija con respecto al veh´ıculo.
En general, resulta conveniente elegir como origen de este sistema de coordenadas el
centro de masa del veh´ıculo. La eleccio´n de los ejes se relaciona con algu´n eje de simetr´ıa del
veh´ıculo, y/o con la l´ınea tangente a la trayectoria nominal del mismo, como se ejemplifica
en la figura 3.1.
3.2. MARCOS DE REFERENCIA ESPACIAL 49
zb
xb
yb
xb
zb
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Figura 3.1: Sistema de referencia del veh´ıculo.
3.2.5. Marco de Referencia de la Antena
Con el propo´sito de describir efectos que son relativos a la ubicacio´n y orientacio´n de
la/s antena/s GNSS, resulta conveniente definir un sistema de coordenadas propio de cada
antena. Esto es, una terna ordenada que se mantenga fija con respecto a la misma.
En la figura 3.2 se muestra el sistema de coordenadas definido para una antena tipo patch,
denotada aj. El origen se define como el centro geome´trico de la cara superior de la antena,
con el eje z normal a la superficie y los ejes x e y paralelos a los lados de la misma. Tambie´n
se muestra co´mo se definen los a´ngulos de inclinacio´n (θ) y de azimut (φ) que se utilizan en
las especificaciones del a´ngulo con el que la sen˜al de los diferentes sate´lites GNSS incide sobre
la antena.
yaj
zaj
xaj
θ
φ
Figura 3.2: Sistema de coordenadas de la antena.
A partir de la definicio´n de este sistema de referencia se puede describir la orientacio´n
de la antena segu´n algu´n sistema de referencia de intere´s, mediante por ejemplo la matriz de
rotacio´n que transforma un vector desde el sistema de referencia de la antena en este otro
sistema de referencia de intere´s. En nuestro caso este otro sistema de referencia sera´ el sistema
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ECEF definido previamente.
Conocer la orientacio´n de la antena en coordenadas ECEF resulta de utilidad para
determinar los a´ngulos con los que inciden las sen˜ales de GNSS sobre la misma. A partir
del conocimiento de estos a´ngulos y del patro´n de irradiacio´n de la antena es posible modelar
la potencia con la que la sen˜al sera´ recibida en un determinado escenario.
3.3. Transformacio´n entre Marcos de Referencia
La posicio´n de un determinado punto (por ejemplo el centro de masa de un dado veh´ıculo,
el centro de fase de una dada antena, etc.) en el espacio se representa en un dado marco
de referencia α (cualquiera de los marcos de referencia descriptos previamente, sin pe´rdida
de generalidad), mediante un vector que denotaremos pα, cuyos elementos son las tres
coordenadas de posicio´n de dicho punto.
yα
zα
xα
yβ
zβ
xβ
ω
α
βα
pβα0
pβ
pα
ω
β
βα
Figura 3.3: Relacio´n entre dos marcos de referencia α y β.
La posicio´n de este punto en otro marco de referencia β (cualquiera de los marcos de
referencia previamente analizados, sin pe´rdida de generalidad), descripta mediante el vector
pβ, se obtiene mediante
pβ = pβαo +C
β
αp
α (3.2)
donde pβαo representa la ubicacio´n del origen del sistema de referencia α en coordenadas del
sistema de referencia β, y Cβα denota la matriz de rotacio´n que lleva del sistema α al β. Puede
verse que las columnas de la matriz Cβα son iguales a los vectores unitarios que definen a los
ejes coordenados del marco de referencia α expresados en el marco de referencia β9.
9En base a plantear Cβα
[
1
0
0
]
, Cβα
[
0
1
0
]
, y Cβα
[
0
0
1
]
.
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As´ı, la vinculacio´n entre los sistemas esta´ dada por dos transformaciones: una rotacio´n,
representada por la matriz de rotacio´n, y una traslacio´n, representada por la suma de un
vector10.
De igual manera puede plantearse la transformacio´n inversa, que lleva del sistema β al α
pα = pαβo +C
α
βp
β (3.3)
donde
pαβo = −Cαβpβαo (3.4)
Cαβ =
(
Cβα
)−1
=
(
Cβα
)′
. (3.5)
La matriz de rotacio´n tambie´n se utiliza para definir la orientacio´n del sistema de llegada
con respecto al sistema de partida. En este caso Cβα define la orientacio´n del sistema β con
respecto al sistema α; Cαβ define la orientacio´n del sistema α con respecto al sistema β.
La velocidad del punto, medida en un dado marco de referencia equivale a la tasa de
cambio del vector posicio´n, expresado en dicho marco de referencia, en funcio´n del tiempo.
Si denotamos con vα y vβ a las velocidades medidas en los marcos de referencia α y β,
respectivamente
vα =
dpα
dt
(3.6)
vβ =
dpβ
dt
. (3.7)
En base a (3.2), se puede escribir
vβ =
dpβαo
dt
+Cβα
dpα
dt
+
dCβα
dt
pα = vβαo +C
β
αv
α +
dCβα
dt
pα (3.8)
donde vβαo representa la velocidad del origen del marco de referencia α medida en el marco de
referencia β. Por otra parte, la derivada de la matriz de rotacio´n, Cβα resulta (Espan˜a, 2010)
dCβα
dt
= S(ωββα)C
β
α (3.9)
donde ωββα es el denominado vector de velocidad angular del marco de referencia α con
respecto al β, y se encuentra expresado segu´n el marco de referencia β. La matriz anti-
sime´trica S(ω) se expresa mediante
S(ω) =


0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 . (3.10)
10Una transformacio´n ma´s general podr´ıa incluir tambie´n un cambio de escala κ, resultando pβ =
pβαo + κC
β
αp
α. Sin embargo, en los casos que utilizaremos, siempre tomaremos κ = 1, con lo cual puede
omitirse.
52 CAPI´TULO 3. MARCOS DE REFERENCIA
Esta definicio´n permite escribir el producto vectorial entre los vectores a y b como
a× b = S(a)b. (3.11)
En base a (3.9), la ecuacio´n (3.8) resulta
vβ = vβαo +C
β
αv
α + S(ωββα)C
β
αp
α (3.12)
donde aparecen tres efectos que dan lugar a la velocidad observada en el marco de referencia
β: la velocidad lineal de un marco de referencia con respecto a otro, la velocidad del punto
con respecto al marco de referencia α (que debe ser rotada para que quede expresada en el
marco de referencia β) y la velocidad angular del marco de referencia α con respecto al marco
β, cuya magnitud depende de la posicio´n del punto.
De la misma manera, se llega a
vα = vαβo +C
α
βv
β + S(ωααβ)C
α
βp
β . (3.13)
Intuitivamente, puede verse que el vector de velocidad angular del marco de referencia β
con respecto al α, es el opuesto del vector de velocidad angular del marco α con respecto al
β, si ambos esta´n expresados segu´n el marco de referencia β
ω
β
αβ = −ωββα. (3.14)
Por otra parte
dCαβ
dt
= S(ωααβ)C
α
β (3.15)
donde ωααβ es el vector de velocidad angular del marco de referencia β con respecto al α, y
se encuentra expresado segu´n el marco de referencia α. Y de igual manera que en (3.14)
ω
α
βα = −ωααβ . (3.16)
Por otra parte, en base a (3.5)
dCαβ
dt
=
(
dCβα
dt
)′
= CαβS(ω
β
βα)
′ = −CαβS(ωββα) = CαβS(ωβαβ) (3.17)
con lo cual
S(ωααβ)C
α
β = −S(ωαβα)Cαβ = CαβS(ωβαβ) = −CαβS(ωββα). (3.18)
Con un planteo similar, se puede escribir
S(ωββα)C
β
α = −S(ωβαβ)Cβα = CβαS(ωαβα) = −CβαS(ωααβ). (3.19)
Con estas ecuaciones, se pueden reescribir las ecuaciones (3.12) y (3.13) en funcio´n del
dato con el que se cuente. Una forma de reescribir (3.12) que resulta interesante, desde el
punto de vista de la interpretacio´n intuitiva es
vβ = vβαo +C
β
αv
α +CβαS(ω
α
βα)p
α = vβαo +C
β
αv
α +Cβα
(
ω
α
βα × pα
)
(3.20)
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donde el u´ltimo te´rmino contiene la conocida vinculacio´n de la velocidad angular con la
velocidad lineal.
Por otra parte, la aceleracio´n del punto, medida en un dado marco de referencia equivale
a la tasa de cambio del vector velocidad, expresado en dicho marco de referencia, en funcio´n
del tiempo. Si denotamos con aα y aβ a las aceleraciones medidas en los marcos de referencia
α y β, respectivamente
aα =
dvα
dt
=
d2pα
dt2
(3.21)
aβ =
dvβ
dt
=
d2pβ
dt2
. (3.22)
A partir de la ecuacio´n (3.12)
aβ =
dvβαo
dt
+Cβα
dvα
dt
+
dCβα
dt
vα + S(ωββα)C
β
α
dpα
dt
+ S(ωββα)
dCβα
dt
pα+
+
dS(ωββα)
dt
Cβαp
α
(3.23)
aβ = aβαo +C
β
αa
α + S(ωββα)C
β
αv
α + S(ωββα)C
β
αv
α + S(ωββα)S(ω
β
βα)C
β
αp
α+
+
dS(ωββα)
dt
Cβαp
α
(3.24)
que puede reescribirse
aβ = aβαo +C
β
αa
α + 2S(ωββα)C
β
αv
α +
(
S(ωββα)
2 +
dS(ωββα)
dt
)
Cβαp
α (3.25)
donde vemos que aparecen cinco efectos que dan lugar a la aceleracio´n observada en el
marco de referencia β: la aceleracio´n lineal de un marco de referencia con respecto a otro, la
aceleracio´n del punto con respecto al marco de referencia α (que debe ser rotada para que
quede expresada en el marco de referencia β), la aceleracio´n de Coriolis debida a la velocidad
lineal del punto con respecto a un marco que esta´ rotando, la aceleracio´n centr´ıpeta debida
solamente al efecto de la velocidad angular, y por u´ltimo un te´rmino debido a la tasa de
cambio de esta velocidad angular; dependiendo la magnitud de estos dos u´ltimos efectos de
la posicio´n del punto.
De la misma manera, se llega a
aα = aαβo +C
α
βa
β + 2S(ωααβ)C
α
βv
β +
(
S(ωααβ)
2 +
dS(ωααβ)
dt
)
Cαβp
β. (3.26)
En base a (3.18) y (3.19) es posible reformular las ecuaciones (3.25) y (3.26) en funcio´n
del dato con el que se cuente.
3.3.1. Vinculacio´n entre los sistemas ECI y ECEF
Si consideramos so´lo el efecto de rotacio´n de la Tierra sobre su eje, y asumimos que tanto
el origen como el eje z de ambos sistemas son coincidentes, como se muestra en la figura 3.4
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el vector de velocidad angular del sistema ECEF con respecto al sistema ECI, representado
en el sistema ECEF, resulta
ω
e
ie =


0
0
Ω˙ie

 (3.27)
donde Ω˙ie = 7,2921151467 × 10−5 rad/s es la velocidad de rotacio´n terrestre.
Si definimos como
Ωer(t) = Ω˙ie(t− t0) = Ω0 + Ω˙iet (3.28)
al a´ngulo rotado entre los dos sistemas en el instante t, la matriz de rotacio´n que lleva del
sistema ECI al ECEF resulta
Cei (t) =


cos (Ωer(t)) sen (Ωer(t)) 0
− sen (Ωer(t)) cos (Ωer(t)) 0
0 0 1

 (3.29)
cuyas columnas representan, efectivamente, los vectores unitarios que definen a los ejes
coordenados del marco de referencia ECI (xi, yi, zi) expresados en el marco de referencia
ECEF.
yi
zi ≡ ze
xi
xe
ye
Ω0 + Ω˙ie · t
b
Figura 3.4: Relacio´n entre el sistema ECI y el ECEF.
De igual manera, la matriz de rotacio´n que lleva del sistema ECEF al ECI, resulta
Cie(t) =


cos (Ωer(t)) − sen (Ωer(t)) 0
sen (Ωer(t)) cos (Ωer(t)) 0
0 0 1

 (3.30)
As´ı, las transformaciones que vinculan la posicio´n en uno y otro sistema de coordenadas,
resultan
pe(t) = Cei (t)p
i(t) (3.31)
pi(t) = Cie(t)p
e(t). (3.32)
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Por su parte, en base a (3.27) y teniendo en cuenta que ωeei = −ωeie, y que adema´s
ω
i
ie = ω
e
ie (esto u´ltimo porque estos vectores tienen solamente componente en coordenada z,
que coincide en ambos sistemas), las matrices S(ωeei) y S(ω
i
ie) resultan
S(ωeei) =


0 Ω˙ie 0
−Ω˙ie 0 0
0 0 0

 (3.33)
S(ωiie) =


0 −Ω˙ie 0
Ω˙ie 0 0
0 0 0

 (3.34)
A partir de la ecuacio´n (3.12), las velocidades en ambos sistemas se vinculan mediante
ve(t) = Cei (t)v
i(t) + S(ωeei)C
e
i (t)p
i(t) (3.35)
vi(t) = Cie(t)v
e(t) + S(ωiie)C
i
e(t)p
e(t). (3.36)
A partir de la ecuacio´n (3.25), y teniendo en cuenta que las matrices S(ωeei) y S(ω
i
ie) no
dependen del tiempo, las aceleraciones en ambos sistemas se vinculan mediante
ae(t) = Cei (t)a
i(t) + 2S(ωeei)C
e
i (t)v
i(t) + S(ωeei)
2Cei (t)p
i(t) (3.37)
ai(t) = Cie(t)a
e(t) + 2S(ωiie)C
i
e(t)v
e(t) + S(ωiie)
2Cie(t)p
e(t) (3.38)
3.3.2. Vinculacio´n del sistema del cuerpo con los dema´s
La posicio´n y la velocidad del origen del sistema del cuerpo, expresada en coordenadas
ECEF, son por un lado las magnitudes que nos interesara´ conocer o estimar en la formulacio´n
del problema de navegacio´n; son parte de lo que llamaremos la solucio´n de navegacio´n.
Por otro lado, esta posicio´n y velocidad, y posiblemente tambie´n la aceleracio´n, en
conjunto con la matriz de rotacio´n que relaciona los marcos de referencia y el vector
de velocidad angular son las magnitudes que en general utilizaremos para modelar el
comportamiento del veh´ıculo, a los efectos de generar mediciones sinte´ticas con el objeto
de verificar los algoritmos de navegacio´n implementados. Estas magnitudes provendra´n de
modelar el comportamiento del veh´ıculo.
Las cantidades de intere´s son
pebo(t); v
e
bo
(t); aebo(t); C
e
b(t); ω
b
eb(t) . (3.39)
Dado que en general el modelo del comportamiento dina´mico del veh´ıculo se realizara´ en
el marco de referencia inercial, las cantidades conocidas sera´n
pibo(t); v
i
bo
(t); aibo(t); C
i
b(t); ω
b
ib(t) . (3.40)
En base a las ecuaciones (3.31), (3.35) y (3.37)
pebo(t) = C
e
i (t)p
i
bo
(t) (3.41)
vebo(t) = C
e
i (t)v
i
bo
(t) + S(ωeei)C
e
i (t)p
i
bo
(t) (3.42)
aebo(t) = C
e
i (t)a
i
bo
(t) + 2S(ωeei)C
e
i (t)v
i
bo
(t) + S(ωeei)
2Cei (t)p
i
bo
(t) (3.43)
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y adema´s
Ceb(t) = C
e
i (t)C
i
b(t) (3.44)
ω
b
eb(t) = ω
e
ei + ω
b
ib(t). (3.45)
3.3.3. Vinculacio´n del sistema de la antena con los dema´s
Asumiendo que las antenas permanecen solidarias al cuerpo, y despreciando las
deformaciones que pueda sufrir dicho cuerpo, la ubicacio´n y orientacio´n de la antena aj
queda definida por
pbajo
; Cbaj (3.46)
ambas invariantes en el tiempo.
En general, no nos interesara´ referenciar un punto con respecto a la antena, sino
simplemente conocer la ubicacio´n de la antena (el origen de su marco de referencia) y la
orientacio´n de la misma; no obstante, si se planteasen las transformaciones, no aparecer´ıan
los efectos ni de velocidad ni de aceleracio´n del origen, como as´ı tampoco de velocidad angular
de un marco con respecto al otro.
Dado que nos interesa plantear la ubicacio´n, velocidad y orientacio´n de la antena en el
sistema ECEF, en base al conocimiento de la ubicacio´n y orientacio´n del veh´ıculo en dicho
sistema planteamos
peaj (t) = p
e
bo
(t) +Ceb(t)p
b
aj
(3.47)
veaj (t) = v
e
bo
(t) +Ceb(t)S
(
ω
b
eb(t)
)
pbaj (3.48)
Ceaj (t) = C
e
b(t)C
b
aj
(3.49)
donde por simplicidad se utiliza la notacio´n peaj (t) y v
e
aj
(t) en lugar de peajo
(t) y veajo
(t) para
referir a la posicio´n y velocidad del origen del sistema de referencia de la antena.
Estas u´ltimas magnitudes son las que se relacionan directamente con la solucio´n de
navegacio´n; ya que el receptor obtiene como solucio´n la posicio´n y velocidad de la antena11, y
la potencia de sen˜al recibida de cada sate´lite depende, a trave´s del patro´n de irradiacio´n, de
la orientacio´n de la antena relativa a la direccio´n de arribo de la sen˜al proveniente de dicho
sate´lite.
3.4. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se describieron los diferentes marcos de referencia tanto espacial como
temporal que se utilizan para la descripcio´n de la solucio´n de navegacio´n con los sistemas
GNSS. Algunos de estos marcos de referencia han sido establecidos o definidos por los
operadores responsables de estos sistemas GNSS, mientras que otros son definidos por
nosotros por simplicidad en la descripcio´n de las simulaciones y de la obtencio´n de la
solucio´n de navegacio´n. Se formularon adema´s las vinculaciones existentes entre las variables
de posicio´n, velocidad y aceleracio´n en diferentes marcos de referencia.
11Ma´s estrictamente, de su centro de fase, que en general no coincide estrictamente con el centro geome´trico.
Cap´ıtulo 4
Veh´ıculos Aeroespaciales
En este cap´ıtulo nos abocaremos al estudio de los veh´ıculos aeroespaciales que sera´n
objeto de la tesis, enfoca´ndonos particularmente en la descripcio´n de los mismos mediante
modelos en variables de estado. Esta descripcio´n resultara´ necesaria para al menos dos
operaciones: modelar el movimiento de dichos veh´ıculos a los efectos de simular los estados
que tendr´ıa el usuario en funcio´n del tiempo, y contar con un modelo en variables de estado
para implementar los algoritmos de navegacio´n. Es decir, por un lado nos interesara´ contar
con un modelo apropiado para implementar las diferentes estrategias de navegacio´n y por otro
lado nos interesara´ sintetizar trayectorias de los veh´ıculos con las cuales testear las estrategias
de navegacio´n implementadas. Existen dos enfoques de la f´ısica cla´sica que utilizaremos para
este modelado: el enfoque de la cinema´tica y el enfoque de la dina´mica.
La cinema´tica estudia las leyes del movimiento de los cuerpos sin considerar las causas
que lo originan. As´ı, por ejemplo para una descripcio´n en base a objetos puntuales en un dado
marco de referencia, la velocidad es la tasa de cambio de la posicio´n, la aceleracio´n es la tasa
de cambio de la velocidad, el jerk1 es la tasa de cambio de la aceleracio´n, etc. En este tipo
de descripcio´n, en general se parte del conocimiento de alguna de las variables intervinientes,
y se obtienen las dema´s de intere´s en base a derivacio´n/integracio´n segu´n corresponda, como
en el ejemplo cla´sico del movimiento rectil´ıneo uniformemente acelerado.
En contraparte, la dina´mica estudia las leyes del movimiento de los cuerpos en relacio´n
a las causas que lo originan, las fuerzas intervinientes. En meca´nica cla´sica existen varias
formulaciones que permiten plantear las ecuaciones de movimiento como: la meca´nica
newtoniana, la meca´nica lagrangiana y la meca´nica hamiltoniana. La primera de ellas, la
meca´nica newtoniana, permite describir el movimiento en base a ecuaciones diferenciales
ordinarias formuladas en coordenadas cartesianas; y resultara´ en general suficiente para los
modelos de veh´ıculos que plantearemos.
1Si bien existen traducciones al castellano, como sobreaceleracio´n, tiro´n, sacudida o pique, por simplicidad
utilizaremos el te´rmino anglosajo´n jerk.
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4.1. Enfoque Cinema´tico
Si definimos con px(t), vx(t), ax(t) y jx(t) a la posicio´n, velocidad, aceleracio´n y jerk,
respectivamente, de un veh´ıculo en coordenada x al instante t, las relaciones entre las mismas
resultan, por definicio´n
vx(t) =
dpx(t)
dt
⇔ px(t) =
∫ t
−∞
vx(λ)dλ (4.1)
ax(t) =
dvx(t)
dt
⇔ vx(t) =
∫ t
−∞
ax(λ)dλ (4.2)
jx(t) =
dax(t)
dt
⇔ ax(t) =
∫ t
−∞
jx(λ)dλ (4.3)
y ecuaciones similares pueden plantearse para las coordenadas y y z.
En general, interesa conocer estas variables en instantes discretos con separacio´n uniforme
tk = k T + t0 donde k ∈ Z y T es el per´ıodo de muestreo utilizado. En este caso resulta ma´s
pra´ctico simplificar la notacio´n mediante lo siguiente
xk = px(tk) yk = py(tk) zk = pz(tk) (4.4)
x˙k = vx(tk) y˙k = vy(tk) z˙k = vz(tk) (4.5)
x¨k = ax(tk) y¨k = ay(tk) z¨k = az(tk) (4.6)
...
x k = jx(tk)
...
y k = jy(tk)
...
z k = jz(tk) . (4.7)
En base al desarrollo en serie de Taylor de la posicio´n en coordenada x en el instante
k + 1, y utilizando las definiciones (4.1), (4.2) y (4.3), se puede plantear
xk+1 = px(tk + T ) = xk + T x˙k +
T 2
2
x¨k +O3(T ) (4.8)
∴ xk+1 ≈ xk + T x˙k + T
2
2
x¨k (4.9)
donde O3(T ) representa el efecto de los te´rminos de orden 3 en T o superiores, y la
aproximacio´n consiste en despreciar dichos te´rminos.
De igual manera, en base al desarrollo en serie de Taylor de la velocidad en coordenada
x en el instante k + 1, se puede plantear
x˙k+1 = vx(tk + T ) = x˙k + T x¨k +O2(T ) (4.10)
∴ x˙k+1 ≈ x˙k + T x¨k (4.11)
donde O2(T ) representa el efecto de los te´rminos de orden 2 en T o superiores, y la
aproximacio´n consiste en despreciar dichos te´rminos.
Pueden plantearse ecuaciones similares a (4.9) y (4.11) en coordenadas y y z. Estas
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ecuaciones pueden resumirse en forma matricial de la siguiente manera


xk+1
yk+1
zk+1
x˙k+1
y˙k+1
z˙k+1


≈


1 0 0 T 0 0
0 1 0 0 T 0
0 0 1 0 0 T
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




xk
yk
zk
x˙k
y˙k
z˙k


+


T 2
2 0 0
0 T
2
2 0
0 0 T
2
2
T 0 0
0 T 0
0 0 T




x¨k
y¨k
z¨k

 (4.12)
que puede escribirse de manera abreviada2
xk+1 ≈
[
I3×3 T I3×3
03×3 I3×3
]
xk +
[
T 2
2 I3×3
T I3×3
]
ak (4.13)
donde se ha definido
xk ,
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
(4.14)
ak ,
[
x¨k y¨k z¨k
]′
. (4.15)
Definiendo adema´s,
Fk ,
[
I3×3 T I3×3
03×3 I3×3
]
(4.16)
Gk ,
[
T 2
2 I3×3
T I3×3
]
(4.17)
y obviando la aproximacio´n, se puede escribir
xk+1 = Fk xk +Gk ak. (4.18)
La ecuacio´n (4.18) es la representacio´n en variables de estado de un sistema lineal
discreto3; donde las variables de estado corresponden a las tres coordenadas de posicio´n y las
tres coordenadas de velocidad. Se considera que el vector de aceleracio´n es una excitacio´n o
entrada del sistema.
Con un planteo similar, si se agrega un te´rmino en los desarrollos en serie de Taylor,
se consideran las tres coordenadas de aceleracio´n tambie´n como estados, y el jerk como
2Utilizaremos IM×M para denotar la matriz identidad deM×M y 0M×N para denotar la matriz deM×N
que contiene ceros en todos sus elementos.
3En particular, como en este caso Fk y Gk no dependen del instante k, corresponde a un sistema lineal
invariante en el tiempo.
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excitacio´n o entrada del sistema, se puede formular el modelo siguiente
xk =
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k x¨k y¨k z¨k
]′
(4.19)
jk =
[
...
x k
...
y k
...
z k
]′
(4.20)
Fk =


I3×3 T I3×3
T 2
2 I3×3
03×3 I3×3 T I3×3
03×3 03×3 I3×3

 (4.21)
Gk =


T 3
6 I3×3
T 2
2 I3×3
T I3×3

 (4.22)
xk+1 = Fk xk +Gk jk. (4.23)
Al igual que la ecuacio´n (4.18), la ecuacio´n (4.23) es la representacio´n en variables de
estado de un sistema lineal discreto invariante en el tiempo. En este caso las variables de
estado corresponden a las tres coordenadas de posicio´n, las tres coordenadas de velocidad y
las tres coordenadas de aceleracio´n; y se considera que el vector de jerk es una excitacio´n o
entrada del sistema.
En la formulacio´n de los modelos anteriores no se considero´ ninguna hipo´tesis respecto al
marco de referencia, resultando va´lido en cualquier marco de referencia utilizado, siempre y
cuando todas las variables se encuentren referidas a dicho marco de referencia.
Por otra parte, el modelo no realiza ninguna suposicio´n acerca de las causas que originan
la aceleracio´n, correspondiendo al enfoque cinema´tico, y resulta por tanto totalmente general
y va´lido para cualquier veh´ıculo; y puede ser utilizado en caso que no se disponga de otro
modelo que describa ma´s fielmente el comportamiento. Por u´ltimo, al ser un modelo muy
sencillo e invariante en el tiempo, no involucra una gran carga computacional y resulta una
opcio´n a considerar al momento de formular los algoritmos de navegacio´n.
4.2. Enfoque Dina´mico
Para este enfoque se parte de considerar un marco de referencia inercial, en el cual son
aplicables las tres leyes de Newton; las cuales establecen resumidamente que:
1. Una part´ıcula en reposo o en movimiento rectil´ıneo uniforme permanece en dicho estado
de reposo o de movimiento rectil´ıneo uniforme a menos que actu´e sobre e´l una fuerza.
2. El cambio en la cantidad de movimiento de una part´ıcula de masa m que se mueve con
velocidad v es proporcional a la fuerza F impresa sobre ella y ocurre segu´n la l´ınea
recta a lo largo de la cual dicha fuerza se imprime. En notacio´n matema´tica moderna,
significa que (Tewari, 2007)
d(mv)
dt
= F. (4.24)
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3. A cada fuerza aplicada sobre una part´ıcula (accio´n) corresponde una fuerza de igual
magnitud y en sentido opuesto (reaccio´n) de la part´ıcula.
4.3. Movimiento Orbital
Tal como se describe en el ape´ndice A una forma de describir el movimiento de un sate´lite,
en caso de considerar que la u´nica fuerza interviniente es la atraccio´n gravitatoria de la Tierra,
considerada en primer te´rmino como masa puntual (o con distribucio´n de masa con simetr´ıa
esfe´rica), es en base a la ecuacio´n fundamental del movimiento relativo de dos cuerpos, (A.8),
expresada en coordenadas ECI
r¨ = − µ
r3
r (4.25)
donde r y r¨ son los vectores posicio´n y aceleracio´n del sate´lite, respectivamente, en el marco
ECI; r = ‖r‖; y µ es la constante de gravitacio´n terrestre.
Esta ecuacio´n diferencial no-lineal de segundo orden, puede verse como 3 ecuaciones
escalares de segundo orden
x¨ = − µ
r3
x y¨ = − µ
r3
y z¨ = − µ
r3
z (4.26)
para la resolucio´n de las cuales se requieren 6 constantes de integracio´n, o condiciones iniciales.
Si se toman como variables de estado las tres coordenadas de posicio´n y las tres
coordenadas de velocidad del sate´lite, la ecuacio´n (4.25) puede escribirse como un modelo
no-lineal continuo en variables de estado
x˙(t) = f(t,x(t)) (4.27)
x(t) =
[
x(t) y(t) z(t) x˙(t) y˙(t) z˙(t)
]′
. (4.28)
Una forma de obtener el valor del estado para un dado instante t consiste en resolver la
ecuacio´n de o´rbita, tal como se describe en el Ape´ndice A. Una forma alternativa de obtener
el valor del estado en instantes discretos tk = k T , k ǫ Z, consiste en resolver el sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden, (4.27), mediante la utilizacio´n de algu´n me´todo
nume´rico, como por ejemplo alguna de las variantes de Runge-Kutta.
Por ejemplo, el me´todo de Runge-Kutta de cuarto orden se implementa con el siguiente
algoritmo (Burden y Faires, 2002)
x(tk+1) = x(tk) +
h
6
(α1,k +α2,k +α3,k +α4,k) (4.29)
donde
α1,k = f(tk,x(tk)) (4.30)
α2,k = f
(
tk +
h
2
,x(tk) +
h
2
α1,k
)
(4.31)
α3,k = f
(
tk +
h
2
,x(tk) +
h
2
α2,k
)
(4.32)
α4,k = f (tk + h,x(tk) + h α3,k) (4.33)
62 CAPI´TULO 4. VEHI´CULOS AEROESPACIALES
y h es el paso del me´todo nume´rico4.
En la figura, 4.1 se presenta el error entre la solucio´n obtenida con este me´todo nume´rico,
considerando un paso h = 1 segundo, y la solucio´n que se obtiene utilizando la ecuacio´n de
o´rbita, para un intervalo igual a 15 per´ıodos orbitales. En este caso se ha considerado un
sate´lite LEO con i = 98◦, e = 0, a = 7,028 × 106 m. Se observa que la discrepancia entre
ambas es pra´cticamente despreciable.
Figura 4.1: Error entre la solucio´n obtenida con el me´todo nume´rico Runge-Kutta de 4.o orden,
tomando un paso h = 1 s, y la solucio´n obtenida con la ecuacio´n de o´rbita. Coordenadas de posicio´n
(izq.) y velocidad (der.).
4.4. Perturbaciones a la O´rbita
En la ecuacio´n anterior, (4.25), se asume que la u´nica fuerza interviniente es la atraccio´n
gravitatoria terrestre, considerando un modelo de Tierra con distribucio´n de masa con
simetr´ıa esfe´rica. Para obtener un modelo ma´s realista se deben considerar otros efectos,
que denominaremos “perturbaciones a la o´rbita” ya que hara´n que el movimiento orbital
se aparte de la trayectoria el´ıptica contenida en un plano analizada en el Ape´ndice A. Para
considerar estos efectos, se modifica la ecuacio´n (4.25) incorporando un te´rmino de aceleracio´n
provocada por otras fuerzas, ap
r¨ = − µ
r3
r+ ap (4.34)
Si bien existen varios factores, consideraremos cuatro efectos que contribuyen a ap: el
efecto de distribucio´n no uniforme de masa de la Tierra, ane, el efecto de la atraccio´n
4Se opto´ por utilizar h para el paso de iteracio´n del me´todo nume´rico a los efectos de respetar la
nomenclatura de la bibliograf´ıa. Se debe considerar que en algunos casos el paso h puede coincidir con T
(instantes en los que nos interesa conocer los estados del sate´lite) o bien puede ser un submu´ltiplo.
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gravitatoria de otros cuerpos celestes a3b el efecto del arrastre atmosfe´rico, ad, y el empuje o
thrust de los motores utilizados para realizar maniobras orbitales, at
ap = ane + a3b + ad + at. (4.35)
4.4.1. Potencial Gravitatorio Terrestre
Para analizar el efecto de la distribucio´n no uniforme de masa de la Tierra, conviene
plantear la magnitud escalar conocida como potencial gravitatorio, Φ. La aceleracio´n
gravitatoria (el efecto de aceleracio´n producto de la fuerza de atraccio´n gravitatoria) se
obtiene luego como el gradiente de dicho potencial gravitatorio
g = ∇Φ =
[
∂Φ
∂x
∂Φ
∂y
∂Φ
∂z
]′
. (4.36)
Si bien existen diferentes modelos para describir el potencial gravitatorio en funcio´n de
la posicio´n (Vallado, 1997; Montenbruck y Gill, 2012), uno de los ma´s sencillos se obtiene
de asumir una simetr´ıa axial de la Tierra, con respecto al eje z del marco de referencia ECI
(Tewari, 2007)
Φ(r, φ) =
µ
r
[
1−
∞∑
n=2
(
Re
r
)n
JnPn(cos φ)
]
(4.37)
donde Re es el radio medio ecuatorial terrestre, Jn son constantes del modelo conocidas como
constantes de Jeffery, Pn son los polinomios de Legendre de grado n, r es la distancia del
sate´lite al centro de la tierra o´ magnitud del vector posicio´n del sate´lite y φ es el a´ngulo
medido entre dicho vector de posicio´n del sate´lite y el eje z, por tanto
cosφ =
z
r
. (4.38)
Puede verse que al asumir simetr´ıa axial con respecto al eje z, el potencial gravitatorio
so´lo depende de la distancia y del a´ngulo con respecto a dicho eje. Si se define
Φ0 =
µ
r
(4.39)
ΦJn = −
µRneJn
rn+1
Pn
(z
r
)
(4.40)
puede verse que
∇Φ0 = − µ
r3
r (4.41)
correspondiendo a la aceleracio´n gravitatoria propia de un cuerpo con simetr´ıa esfe´rica o masa
puntual. Por otra parte
∂ΦJn
∂x
=
µRneJn
rn+3
[
(n+ 1)Pn
(z
r
)
+
z
r
DPn
(z
r
)]
x (4.42)
∂ΦJn
∂y
=
µRneJn
rn+3
[
(n+ 1)Pn
(z
r
)
+
z
r
DPn
(z
r
)]
y (4.43)
∂ΦJn
∂z
=
µRneJn
rn+3
[
(n+ 1)Pn
(z
r
)
z +
z2 − r2
r
DPn
(z
r
)]
(4.44)
∇ΦJn =
[
∂ΦJn
∂x
∂ΦJn
∂y
∂ΦJn
∂z
]′
(4.45)
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donde DPn denota la primera derivada del polinomio de Legendre de grado n
5.
Con lo cual
g = ∇Φ0 +
∞∑
n=2
∇ΦJn. (4.46)
Si se trunca la sumatoria en los primeros N valores, el efecto de aceleracio´n producto de
la distribucio´n no uniforme de masa de la Tierra puede modelarse como
ane =
N+1∑
n=2
∇ΦJn . (4.47)
En la figura, 4.2 se presenta la magnitud de la aceleracio´n debida a cada una de las
componentes del modelo de potencial gravitatorio que afectar´ıa a un sate´lite LEO con i = 98◦,
e = 0, a = 7,028× 106 m, para un intervalo igual a un per´ıodo orbital. Puede observarse que
el efecto del te´rmino correspondiente a J2 es por lo menos dos o´rdenes de magnitud superior
al de los dema´s.
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Figura 4.2: Aceleracio´n debida a las componentes del modelo de potencial gravitatorio.
4.4.2. Atraccio´n Gravitatoria de Otros Cuerpos Celestes
La aceleracio´n debida a la atraccio´n gravitatoria de un dado cuerpo celeste modelado
como masa puntual esta´ dada por (Montenbruck y Gill, 2012)
r¨3b = GM
s− r
‖s− r‖3 (4.48)
5En nuestra notacio´n DPn(·) corresponde a calcular la derivada del polinomio con respecto a una variable
gene´rica y luego evaluar esta funcio´n en el argumento correspondiente. Es decir, no se debe aplicar regla de la
cadena en la derivacio´n, ya que la misma ya ha sido aplicada en las ecuaciones presentadas.
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donde M y s son respectivamente la masa y la posicio´n de dicho cuerpo, expresada esta
u´ltima en el mismo marco de referencia que r. Dado que este cuerpo tambie´n ejerce atraccio´n
gravitatoria sobre la Tierra, se debe restar este efecto a (4.48) para obtener la perturbacio´n
a la o´rbita
r¨3b = GM
(
s− r
‖s− r‖3 −
s
‖s‖3
)
. (4.49)
Las mayores perturbaciones esta´n dadas por la Luna y el Sol. Utilizando las expresiones
aproximadas para el ca´lculo de las posiciones de la estos cuerpos, dadas en Vallado (1997), y
considerando un sate´lite LEO con i = 98◦, e = 0, a = 7,028×106 m, se obtiene la aceleracio´n
mostrada en la figura 4.3, para el d´ıa 14 de Marzo de 2015. Analizando este efecto para otros
d´ıas se observa un comportamiento similar (de los mismos o´rdenes de magnitud).
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Figura 4.3: Aceleracio´n debida a la atraccio´n gravitatoria de la Luna y el Sol.
4.4.3. Arrastre Atmosfe´rico (Drag)
Las fuerzas atmosfe´ricas representan la mayor perturbacio´n no gravitatoria que afecta a
los sate´lites de o´rbita baja. El mayor de estos efectos es el conocido como efecto de arrastre
atmosfe´rico o drag, que actu´a en la direccio´n opuesta a la velocidad del sate´lite (relativa a
la atmo´sfera). La aceleracio´n producto de este efecto, puede escribirse como (Montenbruck y
Gill, 2012)
ad = −1
2
CD
A
m
ρvrvr (4.50)
donde CD, denominado coeficiente de drag, es una constante adimensional que describe la
interaccio´n de la atmo´sfera con el material de la superficie del sate´lite, vr es la velocidad del
sate´lite relativa a la atmo´sfera, vr = ‖vr‖, A es el a´rea de la seccio´n transversal a vr del
sate´lite, m es la masa del sate´lite y ρ es la densidad atmosfe´rica en la ubicacio´n del sate´lite.
Con la suposicio´n razonable de que la atmo´sfera rota junto con la Tierra, la velocidad relativa
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en un marco de referencia ECI puede escribirse como (Montenbruck y Gill, 2012)
vr = v − S(ωiie)r (4.51)
donde se utiliza la ecuacio´n (3.36)
Si bien la densidad de la atmo´sfera alta depende de una forma compleja de una variedad
de diferentes para´metros; la dependencia ma´s evidente es su decrecimiento al aumentar la
altura. Una forma simple de modelar esta dependencia es mediante la expresio´n (Vallado,
1997)
ρ = ρ0e
−
h−h0
H0 (4.52)
donde ρ0 es la densidad atmosfe´rica en alguna altura de referencia h0, y H es la escala de
variacio´n de la densidad con la altura. Una forma de utilizar esta expresio´n es mediante una
serie de valores tabulados de ρ0, h0 y H va´lidos para diferentes rangos de altura. En la figura
4.4 se muestra una gra´fica del valor de densidad en funcio´n de la altura utilizando la tabla
de (Vallado, 1997, p. 510).
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Figura 4.4: Modelo de la densidad atmosfe´rica en funcio´n de la altura.
4.4.4. Fuerzas de Empuje o Thrust
Las fuerzas de empuje o thrust son debidas a los actuadores utilizados para realizar
maniobras sobre el sate´lite, para, por ejemplo corregir su trayectoria orbital. En nuestro
caso, las modelaremos como un conjunto de aceleraciones de magnitud y direccio´n constantes
que cada una se aplican durante un determinado intervalo de tiempo,
abti =
{
Ai ui t0i ≤ t ≤ tfi
0 c.c.
(4.53)
abt =
∑
i
abti (4.54)
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donde Ai y ui indican, respectivamente, la magnitud y la direccio´n de cada uno de los
elementos que componen el empuje total. Cabe aclarar que estas magnitudes se encuentran
expresadas en el marco de referencia del cuerpo, y deben ser transformadas al marco de
referencia en el que se resuelvan las ecuaciones de movimiento (ver cap´ıtulo 3).
4.5. Movimiento Orbital Perturbado
Una vez que se tienen las caracterizaciones de las aceleraciones que perturban la o´rbita,
en base a las ecuaciones (4.34) y (4.35) se puede escribir
r¨ = − µ
r3
r+ ane + a3b + ad + at (4.55)
la cual puede resolverse mediante el me´todo nume´rico de Runge-Kutta, de la misma manera
que como se presenta en la seccio´n 4.3.
En la figura, 4.5 se muestra el error entre la solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita
con perturbaciones y la solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita sin perturbaciones, para
un intervalo igual a 15 per´ıodos orbitales, y asumiendo que ambas comienzan en los mismos
valores iniciales. En ambos casos se utiliza el mismo me´todo nume´rico, Runge-Kutta de 4.o
orden, con un paso h = 1 s. En este caso se ha considerado un sate´lite LEO con i = 98◦, e = 0,
a = 7,028× 106 m, y no se han incluido los efectos de las fuerzas de thrust. Se observa que la
discrepancia entre ambas crece notablemente con el tiempo, evidenciando lo que ocurrir´ıa si
se utilizara el modelo sencillo (que considera so´lo los efectos de la atraccio´n gravitatoria de
la Tierra con distribucio´n de masa uniforme) para propagar los estados del sate´lite.
Figura 4.5: Error entre la solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita con perturbaciones y la
solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita sin perturbaciones; utilizando en ambos casos el me´todo
nume´rico Runge-Kutta de 4.o orden, con un paso h = 1 s. Coordenadas de posicio´n (izq.) y
velocidad (der.).
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4.6. Formulacio´n en Coordenadas ECEF
En general, resulta u´til formular la ecuacio´n de o´rbita en coordenadas ECEF, para lo
cual, en base a la ecuaciones (3.37), (3.36) y (3.31), se puede escribir
r¨ = − µ
r3
r+ 2S(ωeei) r˙+ S(ω
e
ei)
2 r (4.56)
donde los tres vectores r¨, r˙ y r esta´n expresados en coordenadas ECEF.
En la figura, 4.6 se presenta el error entre la solucio´n obtenida con el me´todo nume´rico
Runge-Kutta de 4.o orden, considerando un paso h = 1 segundo, y la solucio´n que se obtiene
utilizando la ecuacio´n de o´rbita (y la transformacio´n a coordenadas ECEF correspondiente),
para un intervalo igual a 15 per´ıodos orbitales. Al igual que en el caso de coordenadas ECI,
se ha considerado un sate´lite LEO con i = 98◦, e = 0, a = 7,028 × 106 m. Se observa que la
discrepancia entre ambas es despreciable.
Figura 4.6: Error entre la solucio´n obtenida en coordenadas ECEF con el me´todo nume´rico
Runge-Kutta de 4.o orden, tomando un paso h = 1 s, y la solucio´n obtenida con la ecuacio´n de
o´rbita (y la transformacio´n correspondiente a coordenadas ECEF). Coordenadas de posicio´n (izq.) y
velocidad (der.).
De igual manera, pueden plantearse las ecuaciones de o´rbita perturbada en coordenadas
ECEF, teniendo en cuenta realizar las transformaciones de sistemas de coordenadas
necesarios, tanto al momento de calcular las perturbaciones, como al momento de utilizar
los resultados.
En la figura, 4.7 se presenta el error entre la solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita
con perturbaciones y la solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita sin perturbaciones, ambos
en coordenadas ECEF, para un intervalo igual a 15 per´ıodos orbitales, y asumiendo que
ambas comienzan en los mismos valores iniciales. En ambos casos se utiliza el mismo me´todo
nume´rico, Runge-Kutta de 4.o orden, con un paso h = 1 s. En este caso se ha considerado
un sate´lite LEO con i = 98◦, e = 0, a = 7,028 × 106 m. Se observa que la discrepancia
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entre ambas crece notablemente con el tiempo. El efecto de “modulacio´n” observado en las
coordenadas x e y se debe a la rotacio´n entre los marcos ECI y ECEF, producto de la rotacio´n
terrestre.
Figura 4.7: Error entre la solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita con perturbaciones y la
solucio´n obtenida con el modelo de o´rbita sin perturbaciones, ambos formulados en coordenadas
ECEF; utilizando en ambos casos el me´todo nume´rico Runge-Kutta de 4.o orden, con un paso
h = 1 s. Coordenadas de posicio´n (izq.) y velocidad (der.).
4.7. Linealizacio´n del Modelo Dina´mico
Una variante a la resolucio´n del sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales, y que
sera´ de utilidad cuando analicemos los me´todos de filtrado, consiste en la linealizacio´n y
discretizacio´n del modelo no-lineal. Desarrollando x(tk+1) y x˙(tk+1) en serie de Taylor, y
truncando hasta el te´rmino que contiene derivada segunda
x(tk+1) ≃ x(tk) + h x˙(tk) + h
2
2
x¨(tk) (4.57)
x˙(tk+1) ≃ x˙(tk) + h x¨(tk) (4.58)
y reemplazando x¨(tk) en base a la expresio´n dada por la ecuacio´n (4.34) se llega a
x(tk+1) ≃ x(tk) + h x˙(tk)− h
2
2
µ
(r(tk))3
x(tk) +
h2
2
apx(tk) (4.59)
x˙(tk+1) ≃ x˙(tk)− h µ
(r(tk))3
x(tk) + h apx(tk) (4.60)
y expresiones equivalentes pueden escribirse para las variables de estado y, y˙, z, y z˙.
Por tanto, las ecuaciones en variables de estado del sistema linealizado y discretizado
resultan
xk+1 = Fkxk +Gkap,k (4.61)
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donde se denota xk = x(tk), y adema´s
xk =
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
(4.62)
Fk =


(
1− h22 µr3
k
)
I3×3 h I3×3
−h µ
r3
k
I3×3 I3×3

 (4.63)
Gk =
[
h2
2 I3×3
h I3×3
]
(4.64)
En la figura 4.8 se presenta el error entre la solucio´n obtenida con el modelo linealizado, y
la solucio´n que se obtiene con el modelo no lineal, para tres valores diferentes de paso h: h = 1,
h = 10 y h = 60. Se ha considerado un sate´lite LEO con i = 98◦, e = 0, a = 7,028×106 m, y se
ha tomado un intervalo de simulacio´n igual a un per´ıodo orbital. En l´ınea punteada se muestra
la comparacio´n del modelo linealizado contra el modelo no-lineal sin perturbaciones, mientras
que en l´ınea llena se muestra la comparacio´n contra el modelo no-lineal con perturbaciones.
Se observa que para un paso de 1 segundo, la linealizacio´n da lugar a errores del orden de
10−2, tanto en posicio´n como en velocidad ([m] y [m/s], respectivamente).
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Figura 4.8: Error entre la solucio´n obtenida con el modelo linealizado y la solucio´n obtenida con el
modelo no lineal, para distintos valores de paso h. Modelo con (l´ınea llena) y sin (l´ınea punteada)
perturbaciones.
La comparacio´n con el modelo con perturbaciones, tambie´n permite inferir que si se
incorporasen los efectos de las perturbaciones en el modelo linealizado, complejiza´ndolo, no
se obtendr´ıa una mejora significativa en lo que respecta al error de linealizacio´n.
De la misma manera, considerando los efectos descriptos en la ecuacio´n (4.56) se puede
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plantear la linealizacio´n del modelo en coordenadas ECEF, obtenie´ndose
Fk =


(
1− h22 µr3
k
)
I3×3 h I3×3
−h µ
r3
k
I3×3 I3×3

+


h2
2 Ω˙
2
ie 0 0 0 h
2Ω˙ie 0
0 h
2
2 Ω˙
2
ie 0 −h2Ω˙ie 0 0
0 0 0 0 0 0
hΩ˙2ie 0 0 0 2hΩ˙ie 0
0 hΩ˙2ie 0 −2hΩ˙ie 0 0
0 0 0 0 0 0


(4.65)
La comparacio´n de la solucio´n obtenida con el modelo linealizado con respecto a la que
se obtiene con el modelo no lineal, ambas en coordenadas ECEF, para tres valores diferentes
de h: h = 1, h = 10 y h = 60, resulta pra´cticamente ide´ntica a la observada en la figura 4.8.
4.8. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se presento´ la descripcio´n en te´rminos de modelos en variables de estado
para caracterizar el comportamiento de los veh´ıculos aeroespaciales; para lo cual se recurrio´
a dos enfoques de la f´ısica cla´sica: el enfoque cinema´tico y el enfoque dina´mico. El primero
considera la relacio´n existente entre los estados sin analizar las causas (fuerzas) que originan
el movimiento, lo que permite obtener modelos sencillos, u´tiles para una gran variedad de
veh´ıculos. El segundo enfoque parte de modelar las causas que originan el movimiento, las
fuerzas intervinientes. Con este enfoque analizamos la descripcio´n de un veh´ıculo particular,
un sate´lite LEO, incorporando los principales efectos que intervienen, lo que permitio´ obtener
modelos que sera´n u´tiles tanto para realizar simulaciones del movimiento del veh´ıculo como
para implementar las estrategias de filtrado que permitan obtener la solucio´n de navegacio´n.
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Cap´ıtulo 5
Navegacio´n
La navegacio´n, en te´rminos generales, puede definirse como el proceso que permite conducir
a una persona o veh´ıculo a trave´s de su movimiento entre dos puntos cualesquiera, siguiendo
una trayectoria establecida. Esta definicio´n abarca los conceptos de determinacio´n de la
trayectoria y de guiado. El primero se relaciona con la obtencio´n del vector de estados del
veh´ıculo, t´ıpicamente posicio´n, velocidad y orientacio´n, en cualquier instante dado; mientras
que el segundo se refiere a las fuerzas que actu´an sobre el veh´ıculo a los efectos de alcanzar una
meta establecida, siguiendo una trayectoria determinada (Hofmann-Wellenhof et al., 2003).
Sin embargo, en el marco de nuestro trabajo, con el te´rmino navegacio´n nos referiremos
a la estimacio´n de la posicio´n y velocidad (y posiblemente, orientacio´n) de un veh´ıculo
en movimiento, en el instante presente1 en base a mediciones tomadas por instrumentos
colocados a bordo del propio veh´ıculo (Bar-Shalom et al., 2004). Es decir, nos abocamos
a lo que desde una perspectiva ma´s amplia podr´ıa llamarse estimacio´n de estados para la
navegacio´n, y lo denominamos simplemente navegacio´n.
Es importante resaltar el hecho de que las mediciones son tomadas a bordo del propio
veh´ıculo, lo que en general marca la diferencia con las te´cnicas de tracking, en las cuales la
estimacio´n se basa en mediciones remotas (Bar-Shalom et al., 2004).
En nuestro caso particular, estas mediciones se refieren a las mediciones de un receptor
GNSS, en particular pseudo-rango y delta-rango, vinculadas con la distancia sate´lite-receptor
y con la tasa de cambio de dicha distancia, respectivamente. Como se analiza en el cap´ıtulo
6, existen diversos factores que introducen errores en estas mediciones, tanto de naturaleza
sistema´tica como aleatoria. Para los primeros en general se recurre a la utilizacio´n de modelos
que permiten descontar o mitigar sus efectos. Para los errores de naturaleza aleatoria,
se recurre a te´cnicas de filtrado estad´ıstico, que en general emplean informacio´n sobre la
evolucio´n temporal de los estados del veh´ıculo, obtenida en base a un modelo de su dina´mica
esperada, como los descriptos en el cap´ıtulo 4. Dado que estos modelos son de naturaleza no
lineal, y que las mediciones obtenidas con las sen˜ales GNSS se relacionan de manera no lineal
1O con un mı´nimo retardo, tolerable segu´n la aplicacio´n, lo que usualmente se conoce como tiempo real.
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con los estados, el problema de estimacio´n resulta tambie´n no lineal.
El ma´s conocido de los me´todos de filtrado estad´ıstico para la estimacio´n de estados de un
sistema lineal (tanto continuo como discreto), en base a mediciones relacionadas linealmente
con el estado, es el denominado Filtro de Kalman (KF). Existen variantes de este me´todo
aplicables al caso no lineal, de las cuales analizaremos dos: el Filtro de Kalman Extendido
(EKF) y el Filtro de Kalman de Posicio´n (PKF); siendo este u´ltimo una alternativa ad-hoc
para el caso de navegacio´n con sen˜ales GNSS. Adema´s, existen otra multiplicidad de esquemas
de filtrado aplicables al caso no-lineal como el Filtro de Kalman Unscented, UKF, el Filtro
de Kalman Sigma-Point, SPKF, y el Filtro de Part´ıculas; que en general requieren una carga
computacional superior, y en los que no ahondaremos.
5.1. Filtro de Kalman (KF)
El Filtro de Kalman es un estimador para lo que se conoce como problema lineal cuadra´tico
que consiste en estimar el estado de un sistema dina´mico lineal perturbado por ruido blanco,
utilizando mediciones relacionadas linealmente con dicho estado, afectadas linealmente por
ruido blanco. El estimador resultante es estad´ısticamente o´ptimo con respecto a cualquier
funcio´n cuadra´tica del error de estimacio´n (Grewal y Andrews, 2001).
Si bien existen variantes del KF tanto para sistemas continuos como para sistemas
discretos, nos enfocaremos en analizar este u´ltimo caso, cuya descripcio´n matema´tica en
te´rminos de variables de estado es la siguiente,2
xk = Fk−1xk−1 +Gk−1wk−1 (5.1)
yk = Hkxk + vk (5.2)
donde xk denota el vector de estados, o simplemente estado
3, del sistema en el instante
k; xk−1 denota el estado del sistema en el instante previo, k − 1; yk denota el vector
de mediciones tomados en el instante k; a las matrices Fk−1, Gk−1 y Hk (en general son
variantes en el tiempo) comu´nmente se las denomina matriz de sistema, matriz de entrada
y matriz de salida, respectivamente. Los vectores wk−1 y vk, denominados ruido de modelo
y ruido de medicio´n, respectivamente, son modelados como procesos estoca´sticos blancos, de
media nula, no-correlacionados, con matrices de covarianza conocidas, denotadas Qk y Rk,
respectivamente
wk ∼ (0,Qk) (5.3)
vk ∼ (0,Rk) (5.4)
E{wkw′j} = Qk δ[k − j] (5.5)
E{vkv′j} = Rk δ[k − j] (5.6)
E{vkw′j} = 0 (5.7)
2Si bien en el resto de la tesis se utiliza la descripcio´n matema´tica xk+1 = Fkxk +Gkwk, por simplicidad
en la presentacio´n, aqu´ı se opta por esta descripcio´n alternativa. No obstante, la vinculacio´n entre ambas
descripciones es directa.
3La denominacio´n estado del sistema se utilizara´ como equivalente a vector de estados del sistema, y no a
un componente de dicho vector. Cuando sea necesario referir a un componente, utilizaremos la terminolog´ıa
el estado de posicio´n en x, por ejemplo.
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En la Figura 5.1 se presenta una descripcio´n en diagrama de bloques de este sistema.
D
Gk−1 Hk
Fk−1
wk−1 b
xk−1
xk yk
vk
+
+
Figura 5.1: Sistema Lineal Discreto.
El objetivo es estimar el estado xk a partir de las mediciones yk, utilizando adema´s el
conocimiento del sistema. Denotamos
xˆ−k = E{xk|y1,y2, . . .yk−1} (5.8)
xˆ+k = E{xk|y1,y2, . . .yk} (5.9)
donde a xˆ−k se lo denomina estimado a priori, pues para estimar el estado en el instante k
incorpora las mediciones tomadas hasta el instante k − 1, es decir, previas a dicho instante;
mientras que a xˆ+k se lo denomina estimado a posteriori
4, dado que tambie´n incorpora la
medicio´n tomada en el instante k, yk. En l´ınea con lo anterior denotamos
P−k = E{(xk − xˆ−k )(xk − xˆ−k )′} (5.10)
P+k = E{(xk − xˆ+k )(xk − xˆ+k )′} (5.11)
donde P−k es la matriz de covarianza del error de estimacio´n a priori, mientras que P
+
k es la
matriz de covarianza del error de estimacio´n a posteriori. En la figura 5.2 se esquematizan las
relaciones entre los estimados a priori, a posteriori, y sus respectivas matrices de covarianza
del error de estimacio´n.
Puede verse que xˆ−k−1 es la estimacio´n del estado en el instante k − 1, previa a la
incorporacio´n de la medicio´n yk−1, y P
−
k−1 su correspondiente matriz de covarianza del error
de estimacio´n. Al incorporar la medicio´n yk−1 se obtiene una nueva estimacio´n del estado en
el instante k − 1, denotada xˆ+k−1. Por supuesto, esta nueva estimacio´n tendra´ una matriz de
covarianza del error de estimacio´n diferente, denotada P+k−1.
Al arribar el instante k, se desea obtener una estimacio´n del estado en dicho instante. A la
estimacio´n obtenida sin incorporar ninguna nueva medicio´n se la denota xˆ−k , y tendra´ matriz
de covarianza del error de estimacio´n P−k . Nuevamente, al incorporar la medicio´n obtenida en
este instante, yk, se obtiene el estimador xˆ
+
k , con matriz de covarianza del error de estimacio´n
P+k .
Partiendo de la definicio´n (5.8), y utilizando el conocimiento del sistema provisto por
(5.1) se puede ver que
xˆ−k = E{xk|y1,y2, . . .yk−1} = E{Fk−1xk−1 +Gk−1wk−1|y1,y2, . . . yk−1} =
= Fk−1E{xk−1|y1,y2, . . .yk−1}+Gk−1 E{wk−1} = Fk−1xˆ+k−1 (5.12)
4En la bibliograf´ıa tambie´n es comu´n la notacio´n xˆk|k−1 para el estimado a priori, y xˆk|k para el estimado
a posteriori. Tambie´n es comu´n plantear el estimado de prediccio´n, xˆk|k−M = E{xk|y1,y2, . . .yk−M}, y el
estimado de suavizado, xˆk|k+N = E{xk|y1,y2, . . .yk+N}.
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xˆ−k−1 xˆ
+
k−1 xˆ
−
k xˆ
+
k
P−k−1 P
+
k−1 P
−
k P
+
k
k − 1 k
yk−1 yk
tiempo
Figura 5.2: Estimacio´n del estado a priori y a posteriori, y sus respectivas matrices de covarianza
del error de estimacio´n.
donde se ha utilizado el hecho de que E{wk−1} = 0.
∴ xˆ−k = Fk−1xˆ
+
k−1 (5.13)
De la misma manera puede verse que
P−k = E{(xk − xˆ−k )(xk − xˆ−k )′} = E{(Fk−1(xk−1 − xˆ+k−1) +Gk−1wk−1)(. . .)′} =
= Fk−1 E{(xk−1 − xˆ+k−1)(xk−1 − xˆ+k−1)′}F′k−1 +Gk−1 E{wk−1w′k−1}G′k−1 =
= Fk−1P
+
k−1F
′
k−1 +Gk−1Qk−1G
′
k−1 (5.14)
donde se ha utilizado el hecho de que E{(xk−1− xˆ+k−1)w′k−1} = E{wk−1(xk−1− xˆ+k−1)′} = 0,
dado que el ruido de modelo no esta´ correlacionado instante a instante, y por ende no lo esta´
con el estado (que depende en parte del ruido en los instantes previos).
∴ P−k = Fk−1P
+
k−1F
′
k−1 +Gk−1Qk−1G
′
k−1 (5.15)
A la ecuacio´n (5.13) se la denomina actualizacio´n temporal de la estimacio´n del estado,
mientras que a la ecuacio´n (5.15) se la denomina actualizacio´n temporal de la matriz de
covarianza del error de estimacio´n del estado. Puede verse que mediante la actualizacio´n
temporal del estado, la estimacio´n se propaga de la misma forma en la que se propagar´ıa
el estado a trave´s del sistema en ausencia de perturbaciones. Dado que no se incorporan
mediciones en esta etapa, la u´nica informacio´n con la que se cuenta para obtener la nueva
estimacio´n es la estructura del sistema. En la ecuacio´n (5.15) puede verse co´mo la matriz
de covarianza del error de estimacio´n resulta afectada por la matriz de covarianza de
la perturbacio´n. Esto es, dado que la propagacio´n de la estimacio´n del estado se realizo´
utilizando el modelo de estados, con la consideracio´n de no-perturbacio´n, mientras que el
estado realmente se propagar´ıa de acuerdo a (5.1), resulta lo´gico que al tener una mayor
varianza en el ruido que perturba al sistema, la estimacio´n del estado difiera en mayor medida
del verdadero valor que toma dicho estado, lo cual se ve reflejado en un incremento del valor
de P−k .
Por otra parte puede verse que xˆ−k y xˆ
+
k son dos estimaciones del mismo vector de estado
xk en el instante k. La u´nica diferencia reside en que xˆ
+
k incorpora la medicio´n en el instante
k, yk. Si se plantea el estimador lineal recursivo,
xˆ+k = xˆ
−
k +Kk(yk −Hkxˆ−k ) (5.16)
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y se busca el valor de Kk que minimice el error cuadra´tico medio de xˆ
+
k , la funcio´n de costo
resulta5
Jk = E{(xk − xˆ+k )′(xk − xˆ+k )} = E{Tr[(xk − xˆ+k )(xk − xˆ+k )′]} = Tr(P+k ). (5.17)
A partir de las ecuaciones (5.16) y (5.2) puede verse que
P+k = E{(xk − xˆ+k )(xk − xˆ+k )′} = E{[(I −KkHk)(xk − xˆ−k )−Kkvk][. . .]′} =
= (I−KkHk) E{(xk − xˆ−k )(xk − xˆ−k )′}(I−KkHk)′ +Kk E{vkv′k}K′k =
= (I−KkHk)P−k (I−KkHk)′ +KkRkK′k (5.18)
donde se ha utilizado el hecho de que E{(xk − xˆ−k )v′k} = E{vk(xk − xˆ−k )′} = 0, dado que el
ruido de medicio´n no esta´ correlacionado instante a instante, y por ende para un instante k
no esta´ correlacionado con la estimacio´n xˆ−k , que no incorpora la medicio´n en dicho instante;
y tampoco esta´ correlacionado con el estado.
∴ P+k = (I −KkHk)P−k (I −KkHk)′ +KkRkK′k (5.19)
Para buscar el valor de Kk que minimice la funcio´n de costo (5.17), derivamos esta u´ltima
con respecto a Kk, e igualamos a cero
∂Jk
∂Kk
= 2(I −KkHk)P−k (−H′k) + 2KkRk = 0
⇔ Kk(HkP−kH′k +Rk) = P−kH′k (5.20)
∴ Kk = P
−
kH
′
k(HkP
−
kH
′
k +Rk)
−1 (5.21)
Operando con las ecuaciones (5.16), (5.18) y (5.20) se llega, en resumen, a
xˆ−k = Fk−1xˆ
+
k−1 (5.22)
xˆ+k = xˆ
−
k +Kk(yk −Hkxˆ−k ) (5.23)
P−k = Fk−1P
+
k−1F
′
k−1 +Gk−1Qk−1G
′
k−1 (5.24)
P+k = (I−KkHk)P−k (I−KkHk)′ +KkRkK′k
= [(P−k )
−1 +H′kRkHk]
−1
= (I−KkHk)P−k
(5.25)
(5.26)
(5.27)
Kk = P
−
kH
′
k(HkP
−
kH
′
k +Rk)
−1
= P+kH
′
kR
−1
k
(5.28)
(5.29)
5Donde Tr(A) denota la traza de la matriz A.
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Donde las ecuaciones (5.26) y (5.27), variantes de la ecuacio´n (5.25); y la ecuacio´n
(5.29), variante de (5.28) se obtienen operando con las dema´s ecuaciones presentadas. Debe
considerarse que si se opta por utilizar la expresio´n (5.29) para obtener Kk, necesariamente
debe obtenerse P+k mediante (5.26). De igual modo, en caso de utilizar (5.25) o (5.27) para
calcular P+k , se debe obtener Kk mediante (5.28).
Estas variantes presentan alternativas matema´ticamente equivalentes, pero que difieren en
el comportamiento nume´rico. La expresio´n (5.25), denominada forma estabilizada de Joseph,
es ma´s estable y robusta que (5.27). Si bien (5.27) es una expresio´n computacionalmente ma´s
simple que (5.25), no garantiza que la P+k obtenida sea sime´trica y positiva definida. Por el
contrario, (5.25) garantiza que la P+k obtenida sea sime´trica y positiva definida, siempre y
cuando P−k sea sime´trica y positiva definida (Simon, 2006).
El proceso de estimacio´n comienza con nuestro mejor estimado del estado x0, denotado
xˆ+0 , cuya matriz de covarianza del error de estimacio´n se denota P
+
0
xˆ+0 = E{x0} (5.30)
P+0 = E{(x0 − xˆ+0 )(x0 − xˆ+0 )′}. (5.31)
En la Figura 5.3 se presenta un diagrama en bloques que esquematiza la operacio´n del
algoritmo.
xˆ−k = Fk−1xˆ
+
k−1 xˆ+k = xˆ
−
k +Kk(yk −Hkxˆ−k )P−k = Fk−1P+k−1FTk−1 +Gk−1Qk−1GTk−1
Kk = P
−
kH
T
k (HkP
−
kH
T
k +Rk)
−1
P+k = (I−KkHk)P−k
y1, y2, . . .
xˆ+1 , xˆ
+
2 , . . .
xˆ+0 , P
+
0
Figura 5.3: Representacio´n en diagrama en bloques de la operacio´n del algoritmo del filtro de
Kalman.
5.2. Propiedades del Filtro de Kalman
Si partimos de de un sistema lineal como el descripto en las ecuaciones (5.1) a (5.7), dado
que el estado es en parte determinado por el proceso estoca´stico {wk}, xk es una variable
aleatoria. Si adema´s consideramos que se busca un filtro causal que estime el estado del
sistema, xˆk, en base a la secuencia de mediciones {yk}, afectadas por el proceso estoca´stico
{vk}, xˆk es tambie´n una variable aleatoria. Si denotamos con x˜k al error entre el estado
verdadero y el estimado
x˜k = xk − xˆk (5.32)
y buscamos el estimador que minimice (para cada valor de k)
mı´n
xˆk
(E{x˜′kSkx˜k}) (5.33)
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esto es, el valor esperado de la norma 2 pesada del error de estimacio´n, donde Sk es una
matriz de peso definida positiva, es posible asegurar que (Simon, 2006)
• Si {wk} y {vk} son Gaussianas, de media nula, no-correlacionadas, y blancas, entonces
el Filtro de Kalman es la solucio´n a la minimizacio´n propuesta.
• Si {wk} y {vk} son de media nula, no-correlacionadas, y blancas (no necesariamente
ambas Gaussianas), entonces el Filtro de Kalman es la mejor solucio´n lineal (estimador
combinacio´n lineal de las mediciones) a la minimizacio´n propuesta. Puede existir otro
estimador no-lineal que obtenga una mejor solucio´n, pero el KF es el mejor filtro lineal.
• Si {wk} y/o {vk} son correlacionadas o coloreadas, puede modificarse el KF para
resolver el problema propuesto.
• Para el caso de sistemas no-lineales existen formulaciones del filtro de Kalman, como
por ejemplo el EKF y PKF que analizaremos en las secciones 5.3 y 5.4, respectivamente.
5.3. Filtro de Kalman Extendido (EKF)
En la formulacio´n del Filtro de Kalman de la seccio´n 5.1 se parte de considerar un
modelo en variables de estado lineal, y una relacio´n lineal entre los estados y las mediciones
disponibles. En la pra´ctica, estas consideraciones no siempre se verifican, sea porque el modelo
en variables de estado es no-lineal6, y/o porque la relacio´n entre los estados y las mediciones
de las que disponemos es no-lineal.
Para tratar con estas no-linealidades, una alternativa consiste en linealizar, y aplicar el
esquema lineal sobre el modelo linealizado. Esto conduce a un esquema subo´ptimo de filtrado,
pero que mantiene la simpleza del filtrado lineal. Existen dos formulaciones cla´sicas, segu´n
en torno a que´ punto se realiza la linealizacio´n.
Una de estas formulaciones plantea la linealizacio´n en torno a una trayectoria nominal,
conocida a-priori. Eso se conoce como Filtro de Kalman Linealizado. Un inconveniente que
tiene esta formulacio´n consiste en que debe conocerse la trayectoria nominal, y cuanto ma´s
difiera e´sta de la trayectoria real del veh´ıculo, ma´s lejano resultara´ el punto de linealizacio´n
del punto real en el que se encuentra el sistema, siendo mayor el error de linealizacio´n.
Una segunda opcio´n consiste en linealizar el sistema en torno a la estimacio´n del estado
obtenida por el Filtro de Kalman, esquema que se conoce como Filtro de Kalman Extendido
(EKF). Esta estimacio´n se obtiene a partir de aplicar el Filtro de Kalman al sistema
linealizado en torno a una estimacio´n previa del estado (Simon, 2006).
Partimos del sistema discreto no lineal
xk = fk−1(xk−1,wk−1) (5.34)
yk = hk(xk,vk) (5.35)
6O, siendo ma´s precisos, existe un modelo no-lineal en variables de estado que representa ma´s fielmente el
comportamiento de nuestro veh´ıculo, y por ello optamos por usarlo.
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donde, al igual que antes los vectores wk−1 y vk−1 son procesos estoca´sticos blancos, de
media nula, no-correlacionados, con matrices de covarianza conocidas, denotadas Qk y Rk,
respectivamente
wk ∼ (0,Qk) (5.36)
vk ∼ (0,Rk) (5.37)
E{wkw′j} = Qk δ[k − j] (5.38)
E{vkv′j} = Rk δ[k − j] (5.39)
E{vkw′j} = 0. (5.40)
Al igual que en caso del Filtro de Kalman lineal, el proceso de estimacio´n comienza con
nuestro mejor estimado del estado x0, denotado xˆ
+
0 , cuya matriz de covarianza del error de
estimacio´n se denota P+0
xˆ+0 = E{x0} (5.41)
P+0 = E{(x0 − xˆ+0 )(x0 − xˆ+0 )′}. (5.42)
La actualizacio´n temporal de la estimacio´n del estado se realiza aplicando el modelo sin
considerar las perturbaciones, de manera ana´loga al caso del KF, pero teniendo en cuenta
que ahora el modelo es no-lineal
xˆ−k = fk−1(xˆ
+
k−1,0). (5.43)
Si, al igual que en el caso del KF, se plantea el ca´lculo por definicio´n de la matriz de
covarianza del error de estimacio´n
P−k = E{(xk − xˆ−k )(xk − xˆ−k )′} = E{[fk−1(xk−1,wk−1)− fk−1(xˆ+k−1,0)][. . .]′} (5.44)
vemos que aparece una funcio´n no-lineal dentro del ca´lculo de la esperanza. Cabe destacar
que aqu´ı tanto wk−1 como xˆ
+
k−1 son variables aleatorias, con lo cual se requiere conocer sus
distribuciones para realizar este ca´lculo. Una manera posible de resolver esta cuenta consiste
en desarrollar la funcio´n no-lineal, fk−1(xk−1,wk−1), en serie de Taylor (Papoulis, 1980). Una
aproximacio´n consiste en conservar solamente los te´rminos de orden 1 de este desarrollo en
torno al punto (xˆ+k−1,0)
fk−1(xk−1,wk−1) ≃ fk−1(xˆ+k−1,0) +
∂fk−1(x,w)
∂x
∣∣∣∣
(xˆ+
k−1,0)
(xk−1 − xˆ+k−1)+
+
∂fk−1(x,w)
∂w
∣∣∣∣
(xˆ+
k−1,0)
wk−1. (5.45)
Denotando
Fk−1 ,
∂fk−1(x,w)
∂x
∣∣∣∣
(xˆ+
k−1,0)
(5.46)
Gk−1 ,
∂fk−1(x,w)
∂w
∣∣∣∣
(xˆ+
k−1,0)
. (5.47)
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Si se reemplazan (5.46) y (5.47) en (5.45), y esto en (5.44) se llega a una expresio´n similar
a (5.15)
P−k ≃ Fk−1P+k−1F′k−1 +Gk−1Qk−1G′k−1. (5.48)
Esta aproximacio´n es la que se utiliza en el EKF, como actualizacio´n temporal de la
matriz de covarianza del error de estimacio´n. Dependiendo de que´ peso tengan los te´rminos
que se han truncado en el desarrollo en serie de Taylor de la funcio´n no-lineal, es decir, de
que´ tan buena sea la linealizacio´n, la aproximacio´n resultara´ aceptable. Dado que la mejor
estimacio´n del estado en el instante k − 1 esta´ dada por xˆ+k−1, es en torno a este punto que
se realiza la linealizacio´n del modelo.
Por otra parte, si se plantea la actualizacio´n por mediciones del estado mediante una
expresio´n similar a la ecuacio´n (5.23), pero teniendo en cuenta la relacio´n no-lineal entre el
vector de estado y el de mediciones7
xˆ+k = xˆ
−
k +Kk[yk − hk(xˆ−k ,0)] (5.49)
y si al igual que en (5.18) se calcula la matriz de covarianza del error de estimacio´n
P+k = E{(xk − xˆ−k )(xk − xˆ−k )′} =
= E{(xk − {xˆ−k +Kk[hk(xk,vk)− hk(xˆ−k ,0)]})(. . .)′} (5.50)
nuevamente aparece una funcio´n no-lineal dentro del ca´lculo de la esperanza. Aqu´ı tanto
vk−1 como xˆ
−
k son variables aleatorias, con lo cual se requiere conocer sus distribuciones para
realizar este ca´lculo. Si se plantea el desarrollo en serie de Taylor, en torno al punto (xˆ−k ,0),
que conserve solamente te´rminos de orden 1, se obtiene
hk(xk,vk) ≃ hk(xˆ−k ,0) +
∂hk(x,v)
∂x
∣∣∣∣
(xˆ−
k
,0)
(xk − xˆ−k ) +
∂hk(x,v)
∂v
∣∣∣∣
(xˆ−
k
,0)
vk. (5.51)
Se define
Hk ,
∂hk(x,v)
∂x
∣∣∣∣
(xˆ−
k
,0)
(5.52)
Mk ,
∂hk(x,v)
∂v
∣∣∣∣
(xˆ−
k
,0)
. (5.53)
Si se reemplazan (5.52) y (5.53) en (5.51), y esto en (5.50) se llega a una expresio´n similar
a (5.19), con la salvedad de incluir el efecto de la matriz Mk
P+k ≃ (I−KkHk)P−k (I−KkHk)′ +KkMkRkM′kK′k. (5.54)
Esta aproximacio´n es la que se utiliza como actualizacio´n por incorporacio´n de mediciones
en el EKF. Al igual que antes, esta expresio´n no es exactamente la matriz de covarianza del
error de estimacio´n, sino una aproximacio´n. Dependiendo de que´ peso tengan los te´rminos
que se han truncado en el desarrollo en serie de Taylor de la funcio´n no-lineal, es decir, de que´
tan buena sea la linealizacio´n, que´ tan buena resultara´ la aproximacio´n. Puede verse tambie´n
7Donde ya se ha tomado una decisio´n, que consiste en utilizar un estimador lineal recursivo para actualizar
el estado.
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que la mejor estimacio´n del estado en el instante k esta´ dada por xˆ−k , y es precisamente en
torno a este punto que se realiza la linealizacio´n entre el estado y las mediciones.
A partir de esto, y mediante un procedimiento similar al de (5.20), se llega a una expresio´n
similar a (5.28), que contempla el efecto de la matriz Mk
Kk = P
−
kH
′
k(HkP
−
kH
′
k +MkRkM
′
k)
−1. (5.55)
A partir de las expresiones anteriores, se puede llegar a una expresio´n similar a (5.27)
para la actualizacio´n por mediciones de la matriz de covarianza del error de estimacio´n, pero
utilizando el valor de Hk dado por la ecuacio´n (5.52)
P+k = (I−KkHk)P−k . (5.56)
En resumen, en la formulacio´n del EKF se utiliza el modelo no-lineal para realizar la
actualizacio´n temporal de la estimacio´n del estado, mientras que la actualizacio´n temporal
de la matriz del error de estimacio´n del estado se realiza en base a la linealizacio´n del modelo
en torno a la mejor estimacio´n del estado en dicho momento. Para realizar la actualizacio´n
por mediciones interviene la relacio´n no-lineal entre el estado y las mediciones, pero se utiliza
una variante del estimador lineal recursivo. La actualizacio´n por incorporacio´n de mediciones
de la matriz de covarianza del error de estimacio´n del estado se aproxima mediante la
linealizacio´n del modelo en torno a la mejor estimacio´n del estado en dicho instante. La
matriz de ganancias de Kalman se obtiene en base a esta aproximacio´n de la matriz P+k .
En este u´ltimo punto vemos que el esquema es subo´ptimo por dos razones: por un lado la
optimizacio´n se hace considerando una variante del estimador lineal recursivo, cuando podr´ıan
existir otras opciones no-lineales que alcanzaran un menor error cuadra´tico medio, y por otra
parte la matriz de covarianza utilizada para esta optimizacio´n es una aproximacio´n de la
verdadera.
5.4. Filtro de Kalman de Posicio´n (PKF)
La idea del PKF, presentada en Chaffee y Abel (1992) para el caso de estimacio´n de la
posicio´n con sen˜ales GPS consiste en plantear un estimador de dos etapas:
• En base a las mediciones de pseudo-rango para un determinado instante se obtiene la
solucio´n de posicio´n mediante algu´n me´todo que resuelva el problema no-lineal (por
ejemplo, el algoritmo de Bancroft, que presentaremos en la seccio´n 6.8).
• Se consideran como mediciones a las soluciones de posicio´n y tiempo, que ahora guardan
una relacio´n lineal con el estado (de hecho, son parte del estado a estimar). La matriz
de covarianza del ruido de mediciones puede obtenerse (aproximacio´n lineal) mediante
la matriz de DOP (que presentaremos en la seccio´n 6.11).
Asumiendo un modelo lineal para el sistema (como por ejemplo los presentado en 4.1), el
resto de la formulacio´n es similar a la del KF.
En nuestro caso, plantearemos una variante a este esquema con las siguientes
consideraciones:
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• En base a las mediciones de pseudo-rango y delta-rango para un determinado instante
se obtiene la solucio´n de posicio´n mediante algu´n me´todo que resuelva el problema no-
lineal, y la solucio´n de velocidad mediante el me´todo presentado en 6.10. En caso de
utilizar ma´s de un sistema GNSS, la solucio´n de posicio´n se obtiene mediante el me´todo
presentado en 6.9.
• La matriz de covarianza del ruido de mediciones (aproximacio´n lineal) se obtiene en
base a la matriz de DOP adecuadamente modificada.
• En caso de utilizar un modelo de estados no-lineal, para las actualizaciones temporales
de la estimacio´n y de la matriz de covarianza del error de estimacio´n se utilizara´ la
misma formulacio´n que la utilizada en el caso del EKF.
5.5. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se presentaron los me´todos de filtrado estad´ıstico que sera´n utilizados
para la obtencio´n de la solucio´n de navegacio´n. Partiendo de la formulacio´n general del Filtro
de Kalman (KF) que considera tanto un modelo de estados lineal como una relacio´n lineal
de los estados con las mediciones, en la variante de tiempo discreto; se particularizo´ en la
descripcio´n de la formulacio´n del Filtro de Kalman Extendido (EKF), aplicable en el caso de
modelos no-lineales y/o relacio´n no-lineal entre los estados y las mediciones; y el denominado
Filtro de Kalman de Posicio´n (PKF), una formulacio´n ad-hoc propuesta para el caso de contar
con mediciones de los sistemas GNSS.
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Cap´ıtulo 6
Aspectos de Implementacio´n de Receptores GNSS
En este cap´ıtulo describiremos con mayor detalle una serie de aspectos de los sistemas
GNSS que se relacionan con la implementacio´n pra´ctica de receptores, que si bien exceden
a las aplicaciones aeroespaciales, son indispensables tambie´n en estas. Dado que el foco de
la tesis esta´ puesto en los algoritmos de navegacio´n con este tipo de receptores, entraremos
en detalle en la parte algor´ıtmica, y en particular, en los algoritmos de ma´s alto nivel, ma´s
cercanos al ca´lculo de la solucio´n de navegacio´n.
6.1. Demodulacio´n del Mensaje de Navegacio´n
Una de las tareas imprescindibles que debe realizar un receptor para la obtencio´n de la
solucio´n de navegacio´n utilizando un determinado sistema GNSS consiste en la demodulacio´n
del mensaje de navegacio´n transmitido por dicho sistema.
En primer lugar, la sincronizacio´n con la trama de datos, y la recuperacio´n de la
informacio´n que permite referir un determinado instante en dicha trama al marco temporal
correspondiente (ver cap´ıtulo 3) es necesaria para completar el armado de lo que denominamos
tiempo de transmisio´n de la sen˜al recibida desde un sate´lite particular (ver cap´ıtulo 2).
En segundo lugar, cada sate´lite transmite en su propio mensaje de navegacio´n la
informacio´n que permite al receptor determinar los estados de posicio´n y velocidad de dicho
sate´lite (ver seccio´n 6.7), adema´s de diversos para´metros de correccio´n que deben ser tenidos
en cuenta en el armado de las mediciones de tiempo de transmisio´n.
Finalmente, cada sate´lite transmite informacio´n acerca del estado del sistema GNSS al
que pertenece. Un ejemplo de esto u´ltimo es la denominada informacio´n de almanaque, que
describe la constelacio´n completa de los sate´lites que forman el sistema GNSS de pertenencia.
Denominaremos informacio´n inmediata a la informacio´n necesaria para las dos primeras
acciones enunciadas, e informacio´n no-inmediata a la referida en u´ltimo lugar. Si bien a nivel
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“macrosco´pico” la estructura es similar, el mensaje de navegacio´n de cada sistema GNSS
presenta sus particularidades propias.
En el caso del sistema GPS la estructura mayor que presenta el mensaje es un conjunto de
25 pa´ginas, las cuales requieren un tiempo total de transmisio´n de 12,5 minutos a la tasa de
50 bps. Esta estructura contiene toda la informacio´n necesaria para la descripcio´n del sistema
(tanto inmediata como no-inmediata). Es decir, para el armado del almanaque completo de
la constelacio´n se requiere la demodulacio´n de las 25 pa´ginas completas.
Cada pa´gina, de 30 segundos de duracio´n, se encuentra formada por 5 subtramas, cada
una de 6 segundos de duracio´n. La informacio´n inmediata se encuentra en las subtramas 1 a
3 de todas las pa´ginas.
Cada subtrama esta´ formada por 10 palabras de 30 bits. Las dos primeras palabras
de cualquier subtrama son la denominada TLM, o palabra de telemetr´ıa (palabra 1) y la
denominada HOW, o palabra de hand over (palabra 2). Veremos la importancia de estas
dos palabras en la sincronizacio´n de la sen˜al recibida. Los primeros 24 bits de cada palabra
contienen la informacio´n u´til (datos) mientras que los 6 bits restantes se utilizan para el
chequeo de paridad. En la figura 6.1 se muestra gra´ficamente la estructura de este mensaje
de navegacio´n.
Páginas 1 a 25
Página 1 Página 2 Página 25
Subtrama 1 Subtrama 2 Subtrama 3 Subtrama 4 Subtrama 5
Palabra 1 Palabra 2 Palabra 3 Palabra 4 Palabra 5
Datos Paridad
b b b
b b b
12,5 minutos
30 segundos
6 segundos
600 ms
bits 1 a 24 bits 25 a 30
Figura 6.1: Estructura del Mensaje de Navegacio´n de GPS.
En el caso del sistema GLONASS, la estructura mayor que presenta el mensaje de
navegacio´n se denomina supertrama, y requiere un tiempo de transmisio´n de 2,5 minutos, a
la tasa de 50 bps. Al igual que en el caso de GPS esta estructura contiene toda la informacio´n
necesaria para la descripcio´n del sistema (tanto inmediata como no-inmediata). Para el
armado del almanaque se requiere una supertrama completa.
La supertrama se encuentra formada por cinco tramas, cada una de 30 segundos de
duracio´n, y a su vez cada trama se encuentra formada por 15 l´ıneas, cada una de 2 segundos
6.1. DEMODULACIO´N DEL MENSAJE DE NAVEGACIO´N 87
Supertrama
Trama 1 Trama 2 Trama 3 Trama 4 Trama 5
Línea 1 Línea 2 Línea 3 Línea 14 Línea 15
Contenido Marca de Tiempo
b b b
2,5 minutos
30 segundos
2 segundos
1,7 segundos 0,3 segundos
Datos Código Hamming
bits 84 a 9 bits 8 a1
(50 bps. Manchester Codificación Diferencial) (100 bps.)
0
bit 85
Figura 6.2: Estructura del Mensaje de Navegacio´n de GLONASS.
de duracio´n. La informacio´n inmediata se encuentra contenida en las primeras 4 l´ıneas de
cualquiera de las cinco tramas.
Cada l´ınea, contiene informacio´n en los primeros 1,7 segundos. Esta informacio´n se
encuentra codificada en formato diferencial con codificacio´n tipo Manchester (a 50 bps). Los
0,3 segundos restantes de cada l´ınea contienen una secuencia conocida denominada marca
de tiempo (a 100 bps). Veremos la utilidad de esta secuencia en la sincronizacio´n de la sen˜al
recibida.
De los 1,7 segundos que contienen informacio´n de cada l´ınea, el primer bit es siempre
cero, los 76 bits siguientes contienen la informacio´n u´til (datos), mientras que los u´ltimos
8 contienen los bits de redundancia para la deteccio´n de errores en la l´ınea recibida. En la
figura 6.2 se muestra gra´ficamente la estructura de este mensaje de navegacio´n.
Si bien la nomenclatura utilizada para cada sistema puede resultar confusa, se
ha privilegiado conservar (una traduccio´n literal de) la nomenclatura utilizada por los
documentos de descripcio´n respectivos de cada sistema (GPS, 2014; GLONASS, 2008). Con
este mismo criterio se denomina bit 85 al MSB de cada l´ınea de GLONASS (siendo el primero
en recibirse de su l´ınea respectiva), mientras que se denomina bit 1 al MSB de cada palabra
de GPS (siendo el primero en recibirse de su palabra respectiva).
88 CAPI´TULO 6. ASPECTOS DE IMPLEMENTACIO´N DE RECEPTORES GNSS
6.1.1. Sincronizacio´n a Nivel de Palabra/L´ınea
Nos basaremos en una arquitectura de receptor con N canales de seguimiento1, que
proveen los resultados de integraciones de 10 ms sincronizadas con los flancos de los bits
de datos, tanto en el caso de GPS como en el caso de GLONASS. En Puga (2015) se describe
el algoritmo encargado de esta sincronizacio´n.
GPS
En el caso de GPS se utiliza codificacio´n antipodal para los bits del mensaje de navegacio´n
a 50 bps, y por ende cada integracio´n de 10 ms contiene la informacio´n referente a medio bit
de datos. Para obtener los bits de datos propiamente dichos, se deben combinar (sumar) de
a pares las integraciones de 10 ms, y luego decidir en base al signo de esta combinacio´n, si
se trata de un 1 o´ un 0. No obstante, no existe informacio´n a priori de cua´les son los pares
de resultados que corresponden a un mismo bit de datos. Dicho de otra manera, existe una
ambigu¨edad de 10 ms en la ubicacio´n del flanco de bit de datos. La sincronizacio´n se realiza
buscando una cadena conocida que se denomina prea´mbulo, ubicada al inicio de la palabra
de telemetr´ıa, que contiene los valores expresados en (6.1).
{Pn} = 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1 (6.1)
Dada la mencionada ambigu¨edad de 10 ms, durante la sincronizacio´n se deben armar dos
posibles secuencias, que contienen las dos posibles combinaciones de a medio bit, y comparar
ambas secuencias con la correspondiente al prea´mbulo. Dado que tambie´n existe ambigu¨edad
de signo, se debe comparar tambie´n con el complemento del prea´mbulo.
Dado que el prea´mbulo es una secuencia va´lida de datos, au´n en ausencia de ruido, se
corre el riesgo de una deteccio´n erro´nea del mismo, por lo cual, una vez detectado, para darlo
por va´lido se verifica que la palabra completa pase el chequeo de paridad que describiremos
posteriormente. Este procedimiento permite resolver la ambigu¨edad de 10 ms en el flanco de
bit de datos, la ambigu¨edad de signo, y permite obtener el sincronismo a nivel de palabra.
Se debe continuar verificando que el prea´mbulo se halle presente en las ubicaciones que
corresponde, en la subsiguiente trama de datos. En caso de no verificarse esto, se declara
pe´rdida de sincronismo y se debe recomenzar el proceso. Este procedimiento se debe realizar
para cada canal que posea un sate´lite de GPS en seguimiento.
GLONASS
En el caso de GLONASS, cada integracio´n corresponde a un chip de la marca de tiempo,
o a medio bit (con sen˜alizacio´n Manchester) de datos. La primera etapa de sincronizacio´n
consiste en ubicar la marca de tiempo, dada por la secuencia de 30 chips (6.2).
{TMn} = 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0 (6.2)
1Por canal de seguimiento aqu´ı entendemos tanto el hardware encargado del procesamiento, en general
correladores, como las tareas de software asociadas al mismo.
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Dado que en la recepcio´n de la sen˜al existe ambigu¨edad de signo, se debe buscar tanto la
marca de tiempo como su complemento en bits.
En ausencia de ruido, la marca de tiempo es una secuencia que no puede encontrarse
como parte de los datos, ya que estos contienen sen˜alizacio´n Manchester, que obliga a una
transicio´n en cada bit de datos, y por tanto no pueden ocurrir ma´s de dos unos o´ dos ceros
consecutivos. En presencia de ruido, si bien es posible, existe una muy baja probabilidad de
detectar erro´neamente la marca de tiempo.
Una vez que se detecta la marca de tiempo, y se resuelve la ambigu¨edad de signo, los
170 resultados de integracio´n siguientes se combinan de a pares, quitando la sen˜alizacio´n
Manchester, y obteniendo as´ı los 85 bits de datos de la l´ınea. Los 30 resultados siguientes
deben corresponder a la siguiente marca de tiempo, luego los 170 resultados siguientes al
contenido de la siguiente l´ınea, y as´ı consecutivamente. En caso que en algu´n momento no se
encuentre la marca de tiempo donde debiera, se declara que se perdio´ sincronismo y se vuelve
a comenzar el proceso.
Este procedimiento se debe realizar para cada canal que se encuentre en seguimiento de
la sen˜al de un sate´lite de GLONASS, y permite obtener la sincronizacio´n a nivel de l´ınea.
Una consideracio´n importante de implementacio´n, es que las rutinas encargadas del
sincronismo de l´ınea o palabra no requieren una periodicidad demasiado alta, ya que como
analizamos previamente, una l´ınea tiene una duracio´n de 2 segundos, y una palabra una
duracio´n de 600 ms. No obstante, dado que cada resultado de integracio´n corresponde a un
intervalo de integracio´n de 10 ms, se requieren almacenar 100 resultados de integracio´n por
cada canal por cada segundo de datos a procesar. Esto debe ser tenido en cuenta al momento
de planificar la periodicidad con que se ejecutan estas tareas y la cantidad de memoria a
utilizar.
6.1.2. Deteccio´n de Errores
Luego de la sincronizacio´n a nivel de palabra (GPS) o de l´ınea (GLONASS) se debe
chequear que los datos recibidos no contengan errores; para lo cual en cada caso se incluyen
una determinada cantidad de bits de redundancia en el mensaje de navegacio´n.
GPS
En el caso de GPS, los bits 25 a 30 de cada palabra, en conjunto con los bits 29 y 30 de la
palabra anterior se utilizan para el chequeo de paridad de los datos contenidos en los bits 1 a
24. El bit 30 de la palabra anterior se utiliza tambie´n para corregir la polaridad del mensaje,
con lo cual no es necesario resolver esta ambigu¨edad durante el sincronismo de palabra. Si
se denota con bi, con i de 1 a 30, a los bits recibidos de una determinada palabra, con b29∗
y b30∗ a los bits 29 y 30 recibidos de la palabra anterior, y con di a los bits de datos que se
busca recuperar en base a los bits recibidos, el algoritmo de chequeo de paridad es el que se
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presenta en las ecuaciones (6.3) a (6.9)
di = bi ⊕ b30∗ i = 1, . . . 24 (6.3)
p25 = b29∗ ⊕
⊕
i=i0
di i0 = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 18, 20, 23} (6.4)
p26 = b30∗ ⊕
⊕
i=i1
di i1 = {2, 3, 4, 6, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 19, 21, 24} (6.5)
p27 = b29∗ ⊕
⊕
i=i2
di i2 = {1, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 22} (6.6)
p28 = b30∗ ⊕
⊕
i=i3
di i3 = {2, 4, 5, 6, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 20, 21, 23} (6.7)
p29 = b30∗ ⊕
⊕
i=i4
di i4 = {1, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 14, 15, 16, 17, 18, 21, 22, 24} (6.8)
p30 = b29∗ ⊕
⊕
i=i5
di i5 = {3, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 15, 19, 22, 23, 24} (6.9)
donde el s´ımbolo ⊕ indica la suma mo´dulo 2 (tambie´n descripta por la operacio´n XOR) entre
los bits. Para que la palabra pueda considerarse correcta, se debe verificar que la secuencia
{p25, p26, p27, p28, p29, p30} sea ide´nticamente igual a la secuencia {b25, b26, b27, b28, b29, b30}.
Caso contrario, se debe descartar la palabra por contener errores.
29∗ 30∗
31
Prev.
056
302524
Datos Paridad
1
30 29
Bits de la variable de 32 bits
Bits de la palabra GPS
Figura 6.3: Ejemplo de almacenamiento de una palabra del mensaje de navegacio´n de GPS en una
variable de 32 bits.
Para una implementacio´n en por ejemplo arquitecturas de 32 bits, una opcio´n interesante
consiste en almacenar cada palabra recibida en los 30 bits menos significativos, y los bits
29 y 30 de la palabra anterior en los restantes dos bits ma´s significativos, como se presenta
en la figura 6.3. La implementacio´n de la correccio´n de polaridad, ecuacio´n (6.3) consiste
simplemente en tomar el complemento de los bits 1 a 24 (almacenados en las posiciones 6 a
29 de la palabra de 32 bits) solo en caso que el bit 30 de la palabra anterior (almacenado en
la posicio´n 30) sea igual a uno. Luego de esta operacio´n, se realiza la operacio´n AND de la
variable de 32 bits almacenada como se detalla anteriormente con las ma´scaras que se detallan
en la tabla 6.1, y luego se realiza la XOR entre los bits de la variable que resulta de esta
operacio´n, obteniendo cada uno de los pi del chequeo de paridad. Finalmente, se comparan
estos valores con los bits 25 a 30 de la palabra recibida (almacenados en las posiciones 0 a 5).
GLONASS
En el caso de GLONASS, una vez que se realiza la sincronizacio´n a nivel de l´ınea, la
primer operacio´n consiste en remover la codificacio´n relativa. De esta manera, se obtienen
los 85 bits de datos del mensaje, de los cuales 76 (bits 9 a 84) contienen informacio´n, uno es
siempre cero (bit 85) y 8 son de comprobacio´n de paridad (bits 1 a 8). Si denotamos con bi
a cada uno de estos bits, para la comprobacio´n de paridad se deben calcular los valores c1 a
c7, y cS presentados en las ecuaciones (6.10) a (6.17).
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pi Ma´scara
p25 0X3B1F3480 + 0X80000000
p26 0X1D8F9A40 + 0X40000000
p27 0X2EC7CD00 + 0X80000000
p28 0X1763E680 + 0X40000000
p29 0X2BB1F340 + 0X40000000
p30 0X0B7A89C0 + 0X80000000
Tabla 6.1: Ma´scaras para calcular los pi.
c1 = b1 ⊕
⊕
i=i1
bi (6.10)
i1 = {9, 10, 12, 13, 15, 17, 19, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 35, 37, 39, 41, 43, 45,
47, 49, 51, 53, 55, 57, 59, 61, 63, 65, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84}
c2 = b2 ⊕
⊕
i=i2
bi (6.11)
i2 = {9, 11, 12, 14, 15, 18, 19, 21, 22, 25, 26, 29, 30, 33, 34, 36, 37, 40, 41, 44, 45,
48, 49, 52, 53, 56, 57, 60, 61, 64, 65, 67, 68, 71, 72, 75, 76, 79, 80, 83, 84}
c3 = b3 ⊕
⊕
i=i3
bi (6.12)
i3 = {10 . . . 12, 16 . . . 19, 23 . . . 26, 31 . . . 34, 38 . . . 41, 46 . . . 49,
54 . . . 57, 62 . . . 65, 69 . . . 72, 77 . . . 80, 85}
c4 = b4 ⊕
⊕
i=i4
bi (6.13)
i4 = {13 . . . 19, 27 . . . 34, 42 . . . 49, 58 . . . 65, 73 . . . 80}
c5 = b5 ⊕
⊕
i=i5
bi (6.14)
i5 = {20 . . . 34, 50 . . . 65, 81 . . . 85}
c6 = b6 ⊕
65⊕
i=35
bi (6.15)
c7 = b7 ⊕
85⊕
i=66
bi (6.16)
cS =
85⊕
i=1
bi (6.17)
Luego, en base a estos valores
• Si cS = 0 y adema´s ci = 0 ∀ i = 1 . . . 7, la l´ınea no contiene errores.
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ci Palabra A Palabra B Palabra C
c1 0x55555AAA 0xAAAAB555 0x000D5B01
c2 0x66666CCC 0xCCCCD999 0x00166D02
c3 0x87878F0F 0x0F0F1E1E 0x00078E04
c4 0x07F80FF0 0x0FF01FE0 0x0007F008
c5 0xF8000FFF 0xF0001FFF 0x00180010
c6 0x00000FFF 0xFFFFE000 0x00000020
c7 0xFFFFF000 0x00000000 0x00000040
cS 0xFFFFFFFF 0xFFFFFFFF 0x001FFFFF
Tabla 6.2: Ma´scaras para calcular los ci.
• Si cS = 1 y adema´s so´lo uno de los ci = 0, la l´ınea no contiene errores.
• Caso contrario, la l´ınea contiene errores.
85 84
31
0
0
54
Datos
30
Bits de la variable de 32 bits (Palabra A)
Bits de la línea GLONASS
53
31 0
22
Datos
Bits de la variable de 32 bits (Palabra B)
Bits de la línea GLONASS
21
31 078
189
Datos Paridad
20
Bits de la variable de 32 bits (Palabra C)
Bits de la línea GLONASS
Figura 6.4: Ejemplo de almacenamiento de una l´ınea del mensaje de navegacio´n de GLONASS en
tres variables de 32 bits.
Para una implementacio´n en por ejemplo arquitecturas de 32 bits, una opcio´n interesante
consiste en almacenar cada l´ınea recibida en 3 variables de 32 bits, que denominaremos
Palabra A, Palabra B y Palabra C, como se presenta en la figura 6.4. Esta denominacio´n (as´ı
como la distribucio´n de los bits para el almacenamiento) es arbitraria, y no se corresponde
con una divisio´n de la l´ınea propia del sistema GLONASS.
Con esta eleccio´n de almacenamiento, para la obtencio´n de los valores necesarios para el
chequeo de paridad, se realiza la operacio´n AND de cada una de las 3 variables de 32 bits con
las ma´scaras que se detallan en la tabla 6.2, luego se realiza la XOR entre las tres variables
de 32 bits resultantes de esta operacio´n, y por u´ltimo la XOR entre los bits de la variable
resultante (la operacio´n XOR es asociativa).
6.1. DEMODULACIO´N DEL MENSAJE DE NAVEGACIO´N 93
6.1.3. Sincronizacio´n a Nivel de Subtrama/Trama
Una vez que se consigue el sincronismo de palabra (GPS) o´ l´ınea (GLONASS), y se
chequea que no existan errores en las palabras/l´ıneas demoduladas, se debe identificar a que´
parte de la estructura superior pertenece, a los efectos de armar una Pa´gina (GPS) completa
(en rigor, para recuperar la informacio´n inmediata se requieren solamente las primeras 3
subtramas), o´ una Trama (GLONASS) completa (en rigor, para recuperar la informacio´n
inmediata se requieren solamente las primeras 4 l´ıneas).
GPS
En el caso de GPS, cada palabra no posee un identificador propio. El u´nico identificador es
el prea´mbulo, que se encuentra siempre en la primer palabra (TLM). Esta palabra es siempre
la primer palabra de cada subtrama. Por tanto, una vez que se detecta el prea´mbulo, se
detecta tambie´n la primer palabra de cada subtrama. Luego el usuario debe llevar la cuenta
de las palabras que van llegando a continuacio´n. En la segunda palabra (HOW), se encuentra
un campo denotado SFID que identifica la subtrama, como se indica en las tablas 6.3 y 6.4.
Antes de la demodulacio´n de los datos, el receptor debe recibir y almacenar todas las
palabras de las primeras tres subtramas, verificando que las mismas correspondan a la misma
versio´n de los datos, para lo cual utiliza los campos IODC e IODE. Por otra parte, el campo
TOW de la palabra 2 de cualquier subtrama permite identificar el instante de comienzo de
la subtrama siguiente, dentro de la semana GPS. El campo WN, presente en la subtrama 1
(ver tabla 6.3), permite identificar la semana a la que corresponde dicho comienzo. Esto, en
conjunto con las mediciones del lazo de seguimiento permite armar el tiempo de transmisio´n
de la sen˜al.
GLONASS
En el caso de GLONASS, cada l´ınea contiene un para´metro que permite identificarla.
Antes de la demodulacio´n de los datos, el receptor debe recibir y almacenar las cuatro primeras
l´ıneas que forman la Trama. El campo tk permite determinar a que´ momento dentro del d´ıa,
en la base de tiempo de referencia del sistema GLONASS, corresponde el inicio de la Trama,
mientras que el para´metro Nt permite determinar el d´ıa de que se trata (ver tablas 6.6 y 6.7).
Al igual que en el caso de GPS, esto, en conjunto con las mediciones del lazo de seguimiento
permite armar el tiempo de transmisio´n de la sen˜al.
6.1.4. Para´metros de Intere´s del Mensaje de GPS
En las subtramas 1 a 3 de cada pa´gina se transmiten todos los campos correspondientes
a la informacio´n inmediata (efeme´rides y para´metros de correccio´n de reloj) correspondientes
al sate´lite transmisor. En la tabla 6.3 se describen brevemente estos para´metros, mientras
que en la tabla 6.4 se detalla en que´ palabra se encuentra cada uno de los para´metros, en
que´ subtrama se encuentran y cua´les bits ocupa dentro de la subtrama (de acuerdo a la
numeracio´n de los bits dada en la figura 6.1, continuando la numeracio´n en el resto de la
subtrama hasta el valor 300), el factor de escala que debe aplicarse a cada uno de estos
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para´metros, y las dimensiones en las cuales se encuentra expresada la informacio´n. Se debe
notar que los para´metros que pertenecen a las palabras 1 y 2 forman parte de todas las
subtramas.
Para´metro Descripcio´n
TOW Tiempo de semana en unidades de 6 segundos, al que corresponde el inicio de
la subtrama siguiente.
WN Nu´mero de semanas desde la medianoche del 5 de Enero de 1980 (Noche del
5, man˜ana del 6), expresado en mo´dulo 1024.
SFID Identificador de la subtrama.
toe Tiempo de referencia de las efeme´rides.√
a Ra´ız cuadrada del semieje mayor de la o´rbita.
e Excentricidad de la o´rbita.
i0 Inclinacio´n del plano orbital al tiempo toe.
Ω0 Longitud del nodo ascendente al tiempo toe.
ω Argumento de perigeo.
M0 Anomal´ıa media al tiempo toe.
di/dt Variacio´n de la inclinacio´n del plano orbital.
Ω˙ Variacio´n de la longitud del nodo ascendente.
∆n Correccio´n del movimiento medio del sate´lite.
Cuc Amplitud del armo´nico coseno de correccio´n del argumento de latitud del
sate´lite.
Cus Amplitud del armo´nico seno de correccio´n del argumento de latitud del sate´lite.
Cic Amplitud del armo´nico coseno de correccio´n de la inclinacio´n del plano orbital
del sate´lite.
Cis Amplitud del armo´nico seno de correccio´n de la inclinacio´n del plano orbital
del sate´lite.
Crc Amplitud del armo´nico coseno de correccio´n del radio orbital.
Crs Amplitud del armo´nico seno de correccio´n del radio orbital.
TGD Retardo de grupo diferencial del sate´lite.
toc Tiempo de referencia de los para´metros de correccio´n de reloj (af2, af1, af0).
af2 Coeficiente polinomial de orden 2 de la correccio´n de reloj del sate´lite.
af1 Coeficiente polinomial de orden 1 de la correccio´n de reloj del sate´lite.
af0 Coeficiente polinomial de orden 0 de la correccio´n de reloj del sate´lite.
A1 Flag de Alerta. Cuando es igual a “1” indica que la precisio´n (URA) del sate´lite
puede ser peor que el indicado por el para´metro Acc, y que la utilizacio´n o no
de dicho sate´lite queda bajo la responsabilidad del usuario.
A2 Flag de Anti-spoof. Cuando es igual a “1” indica que el modo Anti-spoof se
encuentra habilitado en el sate´lite transmisor.
Acc Indicador de la precisio´n (URA). Ver tabla 6.5.
H Indicacio´n de salud del sate´lite transmisor. El MSB indica un resumen del
estado de salud de los datos, “0” en este bit indica que todos los datos son
correctos, “1” indica que existe algu´n dato incorrecto.
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IODC Versio´n de datos de reloj. Indicador del nu´mero de versio´n del conjunto de
datos, proveyendo al usuario de una forma conveniente de deteccio´n de cambios
en los para´metros de correccio´n.
IODE Versio´n de datos de efeme´rides. Este para´metro tiene 8 bits y coincide con
los 8 MSB del IODC. Indica el nu´mero de versio´n de los datos y provee al
usuario de una forma conveniente de deteccio´n de cambios en los para´metros
de efeme´rides. Como puede verse en la tabla 6.4, el IODC se encuentra en la
subtrama 1, mientras que el IODE se encuentra en las subtramas 2 y 3.
Tabla 6.3: Para´metros del mensaje de navegacio´n de GPS.
Para´metro Nu´mero de
Bits
Subtrama Bit dentro de la
Subtrama (pala-
bra)
Factor de Es-
cala
Unidades
TOW 17 1 . . . 5 31 . . . 47 (2) 6 Ver tabla 6.3
WN 10 1 61 . . . 70 (3) 1 semanas
SFID 3 1 . . . 5 50 . . . 52 (2) 1 adimensional
toe 16 2 271 . . . 286 (10) 2
4 segundos√
a 32 2 227 . . . 234 (8)
241 . . . 264 (9)
2−19
√
metros
e 32 2 167 . . . 174 (6)
181 . . . 204 (7)
2−33 adimensional
i0 32 (
∗) 3 137 . . . 144 (5)
151 . . . 174 (6)
2−31 semic´ırculos
Ω0 32 (
∗) 3 77 . . . 84 (3)
91 . . . 114 (4)
2−31 semic´ırculos
ω 32 (∗) 3 197 . . . 204 (7)
211 . . . 234 (8)
2−31 semic´ırculos
M0 32 (
∗) 2 107 . . . 114 (4)
121 . . . 144 (5)
2−31 semic´ırculos
di/dt 14 (∗) 3 279 . . . 292 (10) 2−43 semic´ırcu-
los/s
Ω˙ 24 (∗) 3 241 . . . 264 (9) 2−43 semic´ırcu-
los/s
∆n 16 (∗) 2 91 . . . 106 (4) 2−43 semic´ırcu-
los/s
Cuc 16 (
∗) 2 151 . . . 166 (6) 2−29 radianes
Cus 16 (
∗) 2 211 . . . 226 (8) 2−29 radianes
Cic 16 (
∗) 3 61 . . . 76 (3) 2−29 radianes
Cis 16 (
∗) 3 121 . . . 136 (5) 2−29 radianes
Crc 16 (
∗) 3 181 . . . 196 (7) 2−5 metros
Crs 16 (
∗) 2 69 . . . 84 (3) 2−5 metros
TGD 8 (
∗) 1 197 . . . 204 (7) 2−31 segundos
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toc 16 1 219 . . . 234 (8) 24 segundos
af2 8 (
∗) 1 241 . . . 248 (9) 2−55 s/s2
af1 16 (
∗) 1 249 . . . 264 (9) 2−43 s/s
af0 22 (
∗) 1 271 . . . 292 (10) 2−31 segundos
A1 1 1 . . . 5 48 (2) Ver tabla 6.3
A2 1 1 . . . 5 49 (2) Ver tabla 6.3
Acc 4 1 73 . . . 76 (3) Ver tabla 6.5
H 6 1 77 . . . 82 (3) Ver tabla 6.3
IODC 10 1 83 . . . 84 (3)
211 . . . 218 (8)
Ver tabla 6.3
IODE
8 2 61 . . . 68 (3)
Ver tabla 6.3
8 3 271 . . . 278 (10)
(∗) Indica que el para´metro es con signo.
Tabla 6.4: Caracter´ısticas de los para´metros del mensaje de navegacio´n de GPS.
Para´metro Acc Precisio´n (URA) [m]
0 0,00 < URA ≤ 2,40
1 2,40 < URA ≤ 3,40
2 3,40 < URA ≤ 4,85
3 4,85 < URA ≤ 6,85
4 6,85 < URA ≤ 9,65
5 9,65 < URA ≤ 13,65
6 13,65 < URA ≤ 24,00
7 24,00 < URA ≤ 48,00
8 48,00 < URA ≤ 96,00
9 96,00 < URA ≤ 192,00
10 192,00 < URA ≤ 384,00
11 384,00 < URA ≤ 768,00
12 768,00 < URA ≤ 1536,00
13 1536,00 < URA ≤ 3072,00
14 3072,00 < URA ≤ 6144,00
15 6144,00 < URA (∗)
(∗) O, ninguna prediccio´n de la precisio´n disponible.
Tabla 6.5: Interpretacio´n del para´metro Acc.
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6.1.5. Para´metros de Intere´s del Mensaje GLONASS
En las l´ıneas 1 a 4 de cada trama se transmiten todos los campos correspondientes a la
informacio´n inmediata (efeme´rides y para´metros de correccio´n de reloj) correspondientes al
sate´lite transmisor. En la tabla 6.6 se describen brevemente estos para´metros, mientras que
en la tabla 6.7 se detalla en que´ l´ınea se encuentra cada uno de los para´metros, cua´les bits
ocupa dentro de la l´ınea (de acuerdo a la numeracio´n de los bits dada en la figura 6.2), el
factor de escala que debe aplicarse a cada uno de estos para´metros, y las dimensiones en las
cuales se encuentra expresada la informacio´n. En esta tabla se detalla que el para´metro m
forma parte de todas las l´ıneas (no es exclusivo de las l´ıneas que nos interesan), y que el
para´metro ln, indicador de estado de operacio´n del sate´lite se encuentra tambie´n presente en
las l´ıneas 5, 7, 9, 11, 13 y 15. Esto permite conocer el estado de operacio´n del sate´lite con una
frecuencia mayor que si u´nicamente se utilizase la informacio´n de las primeras cuatro l´ıneas.
Por tanto, consideraremos este para´metro tambie´n de intere´s para la solucio´n de navegacio´n.
Para´metro Descripcio´n
m Nu´mero de l´ınea dentro de la trama.
tk Tiempo relativo al comienzo del d´ıa actual en la escala de tiempo del sate´lite.
Contiene la cantidad entera de horas, la cantidad entera de minutos, y la
cantidad entera de intervalos de 30 segundos; en los 5 bits ma´s significativos,
los siguientes 6 bits, y el bit menos significativo, respectivamente.
tb I´ndice de la ventana de tiempo donde son va´lidos los campos de las efeme´rides
y de correccio´n de reloj. Todos los para´metros dependientes del tiempo esta´n
referidos la mitad del intervalo de tiempo sen˜alado por este ı´ndice. La duracio´n
de los intervalos de tiempo que cuenta este ı´ndice se indica en el campo P1. El
comienzo del intervalo de tiempo sen˜alado por este ı´ndice, medido en relacio´n
al comienzo del d´ıa se calcula como el valor de tb multiplicado por la duracio´n
indicada por el campo P1.
M Indica la generacio´n a la que pertenece el sate´lite GLONASS transmisor. “00”
sen˜ala un sate´lite de la generacio´n original, mientras que “01” indica un sate´lite
GLONASS-M.
γ Deriva relativa de la frecuencia de portadora del sate´lite transmisor respecto
del valor nominal en el instante tb (drift de reloj).
τ Desviacio´n de la escala del tiempo del sate´lite transmisor respecto de la hora
GLONASS oficial (bias de reloj).
x(tb) Coordenada x de posicio´n del sate´lite transmisor en el instante tb en el marco
PZ-90.
y(tb) Coordenada y de posicio´n del sate´lite transmisor en el instante tb en el marco
PZ-90.
z(tb) Coordenada z de posicio´n del sate´lite transmisor en el instante tb en el marco
PZ-90.
x˙(tb) Coordenada x de velocidad del sate´lite transmisor en el instante tb en el marco
PZ-90.
y˙(tb) Coordenada y de velocidad del sate´lite transmisor en el instante tb en el marco
PZ-90.
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z˙(tb) Coordenada z de velocidad del sate´lite transmisor en el instante tb en el marco
PZ-90.
x¨(tb) Coordenada x de aceleracio´n del sate´lite transmisor en el instante tb en el
marco PZ-90.
y¨(tb) Coordenada y de aceleracio´n del sate´lite transmisor en el instante tb en el
marco PZ-90.
z¨(tb) Coordenada z de aceleracio´n del sate´lite transmisor en el instante tb en el
marco PZ-90.
P Modo de ca´lculo de la correccio´n de frecuencia/tiempo. Si P vale “1”, los datos
de la correccio´n fueron calculados por la computadora de a bordo; si P es “0”
los datos fueron calculados por el segmento de control del sistema y cargados
en el sate´lite.
Nt Fecha actual. Es el nu´mero de d´ıas transcurridos desde el u´ltimo an˜o bisiesto.
n Nu´mero de ı´ndice del sate´lite transmisor. Se corresponde con el ı´ndice del
sate´lite dentro de la constelacio´n GLONASS.
Ft Indicador de precisio´n de las mediciones. Ver tabla 6.8.
En Antigu¨edad de los datos inmediatos desde el momento en que fueron cargados
en el sate´lite contando hasta el instante sen˜alado por tb. La cuenta esta´ en
d´ıas.
Bn Estado de funcionamiento del sate´lite. Los receptores del segmento de usuario
deben verificar el bit ma´s significativo de este co´digo. Si este bit se encuentra
en “1” el sate´lite transmisor esta´ atravesando algu´n tipo de falla en su
funcionamiento. Los equipos de usuario no deben interpretar los bits restantes.
P1 Duracio´n de los intervalos de tiempo sen˜alados por tb. Si vale “00” el intervalo
son cero minutos. Si “01” son 30 minutos. Si “10” son 45 minutos. Si “11” son
60 minutos.
P2 Nu´mero de actualizacio´n del campo tb. Si vale “1” nu´mero par, si vale “0”
nu´mero impar.
P3 Si “1” indica que en esta trama se transmiten los almanaques de 5 sate´lites.
Si vale “0” se transmiten so´lo 4 almanaques.
P4 Indica que en la trama actual se transmiten valores actualizados de para´metros
de correccio´n de frecuencia/tiempo.
∆τ Diferencia de tiempo entre la sen˜al de radiofrecuencia transmitida en en la
banda L2 y la transmitida en la banda L1. ∆τ = τL2 − τL1.
ln Estado de operacio´n del sate´lite. “1” significa que existe alguna condicio´n de
error a bordo, “0” funcionamiento normal.
Tabla 6.6: Para´metros del mensaje de navegacio´n de GLONASS.
Para´metro Nu´mero de
Bits
L´ınea den-
tro de la
Trama
Bit dentro de la
l´ınea
Factor de Es-
cala
Unidades
m 4 1 . . . 15 81 . . . 84 1 adimensional
tk 12 1 65 . . . 76 1 Ver tabla 6.6
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tb 7 2 70 . . . 76 15 minutos
M 2 4 9 . . . 10 1 adimensional
γ 11 3 69 . . . 79 2−40 adimensional
τ 22 4 59 . . . 80 2−30 segundos
x(tb) 27 1 9 . . . 35 2−11 km
y(tb) 27 2 9 . . . 35 2
−11 km
z(tb) 27 3 9 . . . 35 2−11 km
x˙(tb) 24 1 41 . . . 64 2
−20 km/s
y˙(tb) 24 2 41 . . . 64 2
−20 km/s
z˙(tb) 24 3 41 . . . 64 2
−20 km/s
x¨(tb) 5 1 36 . . . 40 2
−30 km/s2
y¨(tb) 5 2 36 . . . 40 2
−30 km/s2
z¨(tb) 5 3 36 . . . 40 2
−30 km/s2
P 1 3 66 1 adimensional
Nt 11 4 16 . . . 26 1 d´ıas
n 5 4 11 . . . 15 1 adimensional
Ft 4 4 30 . . . 33 Ver tabla 6.8
En 5 4 49 . . . 53 1 d´ıas
Bn 3 2 78 . . . 80 1 adimensional
P1 2 1 77 . . . 78 1 adimensional
P2 1 2 77 1 adimensional
P3 1 3 80 1 adimensional
P4 1 4 34 1 adimensional
∆τ 5 4 54, 58 2−30 segundos
ln 1
3 65
1 adimensional
5, 7, 9, 11,
13, 15
9
Tabla 6.7: Para´metros del mensaje de navegacio´n de GLONASS.
Para´metro Ft Precisio´n [m]
0 1
1 2
2 2, 5
3 4
4 5
5 7
6 10
7 12
8 14
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9 16
10 32
11 64
12 128
13 256
14 512
15 No utilizado
Tabla 6.8: Interpretacio´n del para´metro Ft.
6.2. Armado de Mediciones
6.2.1. Informacio´n Provista por los Lazos
Asumiremos una arquitectura de receptor en la cual se cuenta con mediciones de todos
los lazos de seguimiento de sen˜al (canales) de manera simulta´nea, cada 10 ms segu´n la base
de tiempos del receptor2.
Si bien la disponibilidad de mediciones en esta arquitectura tiene una tasa de 100 Hz,
para las tareas de navegacio´n en general es suficiente contar con mediciones con una tasa
mucho menor, habitualmente 1 Hz3. Si denotamos con n a cada instante en el que se toman
mediciones para navegacio´n, y con sub´ındice i a cada canal de seguimiento, podemos asumir
que las mediciones provistas son las siguientes:
• Mi[n]: Nu´mero de Milisegundo. Indica el nu´mero de milisegundos de tiempo
transcurridos desde el u´ltimo potencial flanco de bit, al instante de toma de medicio´n.
• Ci[n]: Nu´mero de Chip. Es el nu´mero de Chip del co´digo al instante de toma de medicio´n.
• Fi[n]: Fase de Co´digo. Es la fraccio´n de Chip del co´digo al instante de toma de medicio´n.
• Di[n]: Doppler de Portadora. Es el valor en el que difiere la frecuencia de la portadora
generada en los lazos de portadora de su valor nominal al instante de toma de medicio´n.
Donde se asume que el sincronismo definitivo se realiza en el momento de la demodulacio´n
del mensaje, como se describe en la seccio´n 6.2.2. Esto permite unificar las mediciones de
2Un paradigma diferente consiste en sincronizar cada lazo de seguimiento (canal) con los flancos de bits de
datos de la sen˜al recibida. En este caso las mediciones no se toman de manera simulta´nea, y deben extrapolarse
a un instante comu´n al momento de realizar el ca´lculo de la solucio´n de navegacio´n. La implementacio´n de uno
u otro depende de las potencialidades del hardware de procesamiento digital de sen˜ales. En la implementacio´n
descripta en el cap´ıtulo 7 se opta por este u´ltimo paradigma.
3Este valor es un compromiso entre la dina´mica esperada de la aplicacio´n y la carga computacional que
implican las operaciones de armado y correccio´n de las mediciones, el ca´lculo de posicio´n y velocidad de los
sate´lites, y las rutinas de ca´lculo de posicio´n y velocidad (navegacio´n) de usuario.
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los lazos de GPS y GLONASS, y resulta en una implementacio´n ma´s sencilla. En el caso
de GLONASS, donde la sen˜alizacio´n es Manchester, esta ambigu¨edad se debe a que una
transicio´n en la sen˜al puede corresponder a un flanco de bit, o a un flanco de la sen˜alizacio´n
Manchester (que ocurre en mitad del tiempo de bit). En el caso de GPS, donde la sen˜alizacio´n
es NRZ bipolar, la ambigu¨edad corresponde a un flanco de bit o´ a una mitad de bit. Es con
respecto a estas marcas temporales, que denominaremos potencial flanco de bit, que se toman
las mediciones de los lazos.
6.2.2. Informacio´n Provista por las Rutinas de Demodulacio´n de Datos
Al momento de la demodulacio´n del mensaje de navegacio´n se debe resolver la antes
mencionada ambigu¨edad del flanco de bit, determinado si las mediciones de los lazos
corresponden a un flanco de bit o a una mitad de flanco de bit. Luego, la deteccio´n de
la palabra de telemetr´ıa (caso GPS) o de la marca de tiempo (caso GLONASS) permite
decidir que´ posicio´n ocupa el inicio de cada bit con respecto al inicio de la subtrama (caso
GPS) o de la l´ınea (caso GLONASS). La demodulacio´n de ciertos campos del mensaje de
navegacio´n permite obtener a que´ instante (en la base de tiempos del sistema GNSS en
cuestio´n) corresponde el inicio de la subtrama o de la l´ınea. Este u´ltimo valor, en general se
separa en dos, el nu´mero de semana (caso GPS) o de d´ıa (caso GLONASS) en curso, y el
tiempo relativo al inicio de la semana o d´ıa respectivo. En base a este segundo para´metro es
posible conocer la cantidad de bits transcurridos desde el inicio de la semana (o d´ıa) hasta
el inicio de la subtrama o l´ınea en curso. Podemos resumir estos valores en los para´metros
siguientes:
• Hi[n]: Indica si la marca de tiempos con respecto a la cual se tomo´ la medicio´n
etiquetada como n, corresponde a un flanco de bit (en cuyo caso toma el valor 0) o
a una mitad de flanco de bit (en cuyo caso toma el valor 1). En otras palabras, indica la
cantidad de medios bits desde el inicio del bit hasta el instante de toma de mediciones.
• Bi[n]: Indica la cantidad de bits enteros desde el inicio de la subtrama o´ l´ınea hasta el
instante de toma de mediciones.
• WBi[n]: Indica la cantidad de bits enteros desde el inicio de la semana (en la base
de tiempos de GPS) hasta el inicio de la subtrama dentro de la cual se tomaron las
mediciones (so´lo caso GPS).
• DBi[n]: Indica la cantidad de bits enteros desde el inicio del d´ıa (en la base de tiempos
de GLONASS) hasta el inicio de la l´ınea dentro de la cual se tomaron las mediciones
(so´lo caso GLONASS).
• WNi[n]: Nu´mero de semana GPS en curso. Este valor se define en funcio´n de un instante
tomado como inicial por el sistema GPS (so´lo caso GPS).
• DNi[n]: Nu´mero de d´ıa GLONASS en curso. Este valor se define en funcio´n de un
instante tomado como inicial por el sistema GLONASS (so´lo caso GLONASS).
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6.2.3. Determinacio´n de los Tiempos de Transmisio´n
En base a lo descripto en las secciones 6.2.1 y 6.2.2, el tiempo de transmisio´n de la sen˜al
que esta´ siendo seguida en el i-e´simo canal, en el instante de toma de mediciones n resulta,
para el caso GPS
TTi[n] =
WBi[n] +Bi[n]
50
+
Hi[n]
100
+
Mi[n]
1000
+
Ci[n]
1023 · 1000 +
Fi[n]
1023 · 1000 (6.18)
mientras que para GLONASS
TTi[n] =
DBi[n] +Di[n]
50
+
Hi[n]
100
+
Mi[n]
1000
+
Ci[n]
511 · 1000 +
Fi[n]
511 · 1000 (6.19)
donde las diferentes constantes de divisio´n tienen en cuenta las diferentes escalas de cada uno
de los para´metros; adema´s del hecho de que en GPS se tienen 1023 chips por milisegundo,
mientras que en GLONASS se tienen 511. Estos valores de tiempo de transmisio´n son relativos
al inicio de la semana (o d´ıa) en curso.
6.2.4. Armado de los Pseudo-Rangos
Como se describe en 2.7, la medicio´n de pseudo-rango se obtiene a partir del tiempo de
transmisio´n y del tiempo de recepcio´n de la sen˜al. Si definimos como RT [n] al tiempo del
receptor en el instante n de toma de mediciones, el pseudo-rango correspondiente a la sen˜al
recibida en el i-e´simo canal resulta
ρi[n] = c (RTi[n]− TT [n]) (6.20)
Si asumimos que las mediciones se toman de manera simulta´nea en todos los canales, las
mediciones de pseudo-rango de todos los sate´lites en seguimiento correspondera´n tambie´n al
mismo instante. Esto resulta de particular intere´s para las rutinas de ca´lculo de posicio´n de
usuario, ya que en caso contrario se deber´ıan extrapolar las mediciones para hacerlas coincidir
en un instante comu´n.
6.2.5. Armado de los Delta-Rangos
Como se describe en 2.9, las mediciones de delta-rango se relacionan con el desplazamiento
Doppler de portadora. En el instante n de toma de mediciones el delta-rango correspondiente
a la sen˜al recibida en el i-e´simo canal resulta
ρ˙i[n] = λi Di[n] (6.21)
donde el valor de λi corresponde a la longitud de onda de portadora de la sen˜al asignada al
i-e´simo canal. En el caso de GLONASS este valor es funcio´n del canal FDMA asignado al
sate´lite que se esta´ recibiendo, mientras que el caso de GPS este valor es igual para todos los
sate´lites.
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6.3. Factores de Error en las Mediciones
Las mediciones de los sistemas GNSS que formulamos en la seccio´n 6.2 se encuentran
afectadas por una serie de errores que clasificaremos como de naturaleza determin´ıstica o
de naturaleza aleatoria que redundan en errores en la solucio´n de navegacio´n. Alguno de
los errores de naturaleza determin´ıstica pueden ser descontados o corregidos en base a la
informacio´n provista por el segmento de control y/o el modelado de los feno´menos que los
originan4; mientras que otros errores no podra´n descontarse o corregirse y permanecera´n como
“sesgo” en las mediciones. Por su parte, los errores de naturaleza aleatoria obviamente no
pueden ser descontados, y se tratara´ de reducirlos mediante el disen˜o adecuado del receptor
y mediante te´cnicas de filtrado estad´ıstico.
Estos errores, que pueden tener su origen en el segmento espacial, en el segmento de
usuario o en el medio de propagacio´n de la sen˜al, son ba´sicamente debidos a:
• Errores en los estados de los sate´lites. Las efeme´rides o los estados de los sate´lites
transmitidas en el mensaje de navegacio´n son estimaciones de los mismos realizadas
por el segmento de control, y por tanto sujetas a error. Derivado de este hecho, la
posicio´n y velocidad de cada sate´lite particular calculadas por el receptor (seccio´n 6.7)
no coincide con la posicio´n y velocidad real del sate´lite, y por tanto aparece un te´rmino
de error en las ecuaciones (2.14) y (2.25), existiendo un error entre la distancia real y
la distancia medida, y entre la velocidad real y la velocidad medida.
• Error en el reloj del sate´lite. Debido la inexactitudes de los relojes ato´micos a bordo de
cada uno de los sate´lites, la base de tiempos de cada sate´lite, con respecto a la cual se
encuentran etiquetadas las mediciones, no coincide exactamente con la base de tiempo
del sistema GNSS en cuestio´n.
• Efectos relativistas. Existen principalmente tres efectos relativistas que inciden en
las mediciones de los sistemas GNSS: la variacio´n de la velocidad del sate´lite en un
marco ECI, el cambio en el potencial gravitatorio (ambos debidos a la excentricidad
de la o´rbita) y el denominado efecto Sagnac. Los primeros dos efectos se traducen en
variaciones de la frecuencia de reloj percibida por un observador en tierra, y por tanto
se asocian a los efectos de error en el reloj del sate´lite. El u´ltimo se relaciona con el
hecho de que la formulacio´n del problema de posicio´n se realiza en un marco ECEF,
donde no puede asumirse la constancia de la velocidad de la luz, y por tanto se asocia
a un error en el pseudo-rango.
• Efectos ionosfe´ricos. La inono´sfera, ubicada principalmente en la regio´n de los 70 km
y los 1000 km sobre la superficie terrestre, es un medio dispersivo que afecta la
propagacio´n de las sen˜ales electromagne´ticas provenientes de los sate´lites, lo cual en
la frecuencia de los sistemas GNSS se traduce en un retardo en la sen˜al de co´digo
(retardo de grupo) y un adelanto en la fase de portadora observadas por el receptor.
4Estamos analizando el caso de navegacio´n puntual en tiempo real con sistemas GNSS. En la navegacio´n
diferencial o relativa, se utiliza la informacio´n provista por otros receptores o estaciones de monitoreo para
descontar ciertos errores, aprovechando la correlacio´n espacial de los mismos. En las aplicaciones que permiten
hacer post-procesamiento de las mediciones se utiliza informacio´n externa ma´s precisa para mejorar la precisio´n
en la solucio´n de navegacio´n obtenida.
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• Retardo troposfe´rico. La tropo´sfera, o parte baja de la atmo´sfera es un medio no
dispersivo para las sen˜ales electromagne´ticas en la frecuencia de trabajo de los sistemas
GNSS lo cual se traduce en un retardo tanto de la sen˜al de co´digo como de la portadora,
con respecto a la propagacio´n en el vac´ıo. Este retardo es funcio´n del ı´ndice de refraccio´n
en el camino en el que se propaga la sen˜al, el cual depende de la temperatura, presio´n
atmosfe´rica y humedad relativa locales.
• Ruido en el receptor. Las mediciones realizadas por los lazos del receptor (generalmente
un PLL, Phase Locked Loop, y un DLL, Delay Locked Loop) son estimaciones afectadas
por diversos procesos estoca´sticos como el ruido te´rmico que afecta a la sen˜al de entrada,
el ruido de fase propio del oscilador local y los efectos de cuantizacio´n y/o resolucio´n
tanto de la sen˜al digitalizada como de las implementaciones digitales de dichos lazos;
resultando estas mediciones tambie´n procesos aleatorios. En general, los disen˜os de altas
prestaciones buscan disminuir estos efectos mediante una buena figura de ruido en las
etapas de RF (Lopez La Valle, 2014), osciladores estables que permiten reducir el ancho
de banda de ruido de los lazos de seguimiento, y una adecuada eleccio´n de los niveles de
cuantizacio´n y de la cantidad de bits empleados en el procesamiento digital (asociada
a la resolucio´n). En general, estos efectos se modelan como procesos de ruido aditivo
blanco y gaussiano, AWGN, que se suman a las mediciones de co´digo y de fase, cada
uno de media nula y con una determinada varianza que depende de lo que se caracteriza
como la relacio´n de potencia de portadora a densidad espectral de potencia de ruido,
C/N0, de la sen˜al de entrada.
• Multipath y Shadowing. Idealmente, en el modelo geome´trico utilizado para obtener
la solucio´n de navegacio´n en base al TOA, se considera que la sen˜al transmitida
por el sate´lite arriba al receptor recorriendo el camino definido por el segmento de
l´ınea recta que los une (rayo directo). El multipath o multicamino es la interferencia
causada cuando la sen˜al transmitida arriba al receptor por mu´ltiples v´ıas adicionales,
proveniente de reflexiones en el entorno cercano a la antena. As´ı, la sen˜al recibida es la
combinacio´n lineal del rayo directo y de estos mu´ltiples caminos, lo que se traduce en
degradacio´n de la relacio´n C/N0 y sesgos en las mediciones. El efecto es funcio´n de la
geometr´ıa sate´lite-entorno-antena, y por tanto diferente para cada sate´lite y variante
en el tiempo. Dado que es un feno´meno muy dif´ıcil de modelar, en general se busca
minimizar su impacto mediante disen˜o de antenas enfocadas a la direccio´n de arribo
del rayo directo5, mediante una eleccio´n conveniente de la ubicacio´n de la antena o
mediante modificaciones en el entorno. Esto u´ltimo no siempre es posible en veh´ıculos
con cambios en la orientacio´n, que provocan cambios en la orientacio´n de la antena
receptora, y en los cuales la ubicacio´n de la antena esta´ definida por otras restricciones
de disen˜o; y por tanto se debe convivir con el feno´meno. El shadowing consiste en la
excesiva atenuacio´n del rayo directo por efecto de los objetos presentes en el camino de
propagacio´n. El efecto combinado del shadowing y el multipath puede provocar que el
receptor se enganche con la sen˜al proveniente de un rebote, ocasionando sesgos en las
mediciones. Las estrategias para contrarrestar estos efectos son similares las empleadas
para contrarrestar el multicamino.
En nuestras aplicaciones, el efecto del error en los estados de los sate´lites no podra´ ser
contrarrestado, resultando en una degradacio´n en la precisio´n de la solucio´n obtenida. Algo
5Por ejemplo mediante el empleo de choke-rings en las aplicaciones en las que las antenas permanecen
siempre orientadas hacia el cielo.
6.4. CORRECCIONES EN LOS TIEMPOS DE TRANSMISIO´N 105
similar ocurre con el efecto de multicamino, en el cual no obstante se pueden implementar
tests estad´ısticos que intenten verificar la consistencia de la solucio´n de navegacio´n con el
conjunto de mediciones utilizadas, “filtrando” las mediciones no consistentes.
El error producto del reloj del sate´lite se corregira´ mediante los para´metros informados en
el mensaje de navegacio´n. Dado que estos para´metros tambie´n son una estimacio´n realizada
por el segmento de control, quedara´ un residuo luego de esta correccio´n.
Los errores por los efectos relativistas relevantes se corregira´n mediante los modelos
apropiados, que dan lugar a residuos de error que podemos considerar despreciables. En
el caso de los errores producto de la iono´sfera y la tropo´sfera, se implementara´n correcciones
basadas en modelos de dichos feno´menos que de acuerdo a la correspondencia de los mismos
con la realidad, dara´n lugar a residuos en las mediciones.
Algunas de estas correcciones se realizara´n a las mediciones de tiempo de transmi-
sio´n/frecuencia de portadora y otras a las mediciones de pseudo-rango/delta-rango. La dife-
rencia principal radica en que las correcciones en las mediciones de tiempo de transmisio´n
influyen en el ca´lculo de los estados del sate´lite.
6.4. Correcciones en los Tiempos de Transmisio´n
6.4.1. GPS
Cada sate´lite GPS transmite en su mensaje de navegacio´n cuatro para´metros de correccio´n
de reloj, denominados af0, af1, af2 y toc (Ver tabla 6.3), donde los tres primeros corresponden
a los tres coeficientes de un polinomio, y el cuarto indica el tiempo de referencia de estas
correcciones. En base a estos para´metros, la correccio´n de reloj en un dado instante t relativo
al tiempo GPS, esta´ dada por
∆tsv(t) = af0 + af1(t− toc) + af2(t− toc)2 +∆tr (6.22)
donde ∆tr es la correccio´n de reloj por efectos relativistas dada por
∆tr = Fe
√
a senE (6.23)
donde
F =
−2√µ
c2
= −4,442807633 × 10−10 s/√m (6.24)
y los para´metros e,
√
a y E corresponden a la excentricidad, la ra´ız cuadrada del semi-
eje mayor de la o´rbita y la anomal´ıa exce´ntrica en el instante de ca´lculo de la correccio´n,
descriptas en 6.7.
Con esta correccio´n, el tiempo de transmisio´n medido segu´n la base de tiempo GPS, ttGPS,
se obtiene en base al tiempo de transmisio´n medido segu´n la base de tiempo del sate´lite, ttsv
mediante
ttGPS = ttsv −∆tsv(ttGPS). (6.25)
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En esta expresio´n, la correccio´n debe aplicarse en el tiempo de transmisio´n medido segu´n
la base de tiempo GPS, es decir, ya corregido, lo que dar´ıa lugar a un proceso iterativo. En
general, no es necesaria esta iteracio´n, resultando una buena aproximacio´n
ttGPS ≃ ttsv −∆tsv(ttsv). (6.26)
6.4.2. GLONASS
Cada sate´lite del sistema GLONASS transmite dos para´metros τ y γ que indican la
diferencia de tiempo y la diferencia de frecuencia entre la base de tiempo del sistema y la
base de tiempo del sate´lite, al instante tb (Ver tabla 6.6)
τ = tGLO(tb)− tsv(tb) (6.27)
γ =
fsv(tb)− fGLOk
fGLOk
(6.28)
donde fGLOk es la frecuencia nominal del sate´lite k.
Dado que estos para´metros ya incluyen las correcciones por efectos relativistas, en un
dado instante t, correspondiente al tiempo GLONASS, la correccio´n de reloj esta´ dada por
∆tsv(t) = −τ + γ(t− tb). (6.29)
Con esta correccio´n, el tiempo de transmisio´n medido segu´n la base de tiempo GLONASS,
ttGLO, se obtiene en base al tiempo de transmisio´n medido segu´n la base de tiempo del sate´lite,
ttsv mediante
ttGLO = ttsv −∆tsv(ttGLO). (6.30)
Al igual que en el caso de GPS, la correccio´n debe aplicarse en el tiempo de transmisio´n
medido segu´n la base de tiempo GLONASS, es decir, ya corregido, lo que dar´ıa lugar
a un proceso iterativo. En general, no es necesaria esta iteracio´n, resultando una buena
aproximacio´n
ttGLO ≃ ttsv −∆tsv(ttsv). (6.31)
6.5. Correcciones en la Desviacio´n Doppler
As´ı como la diferencia de la base de tiempo del sate´lite con respecto a la base de tiempo
del sistema da lugar a una correccio´n en el tiempo de transmisio´n, la diferencia en la tasa de
cambio de esta base de tiempo da lugar a una correccio´n en la medicio´n de la desviacio´n de
frecuencia por efecto Doppler, ya que la frecuencia de portadora que transmite el sate´lite no
es igual a la frecuencia nominal. Una forma de compensar este hecho consiste en aplicar una
correccio´n a la medicio´n de desviacio´n Doppler medida previo a utilizar la expresio´n (2.19).
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6.5.1. GPS
En el caso del sistema GPS, la correccio´n se obtiene derivando la expresio´n (6.22)
∆fdsv(t) = af1 + 2af2(t− toc) +
d∆tr
dt
(6.32)
donde
d∆tr
dt
= Fe
√
a cosEE˙. (6.33)
Con esta correccio´n, la desviacio´n de frecuencia por efecto Doppler medida segu´n la base
de tiempo GPS, fdGPS , se obtiene en base a la desviacio´n de frecuencia por efecto Doppler
medida segu´n la base de tiempo del sate´lite, fdsv mediante
fdGPS = fdsv −∆fdsv(ttGPS). (6.34)
Al igual que en el caso del tiempo de transmisio´n, resulta una buena aproximacio´n
fdGPS ≃ fdsv −∆fdsv(ttsv). (6.35)
6.5.2. GLONASS
En el caso del sistema GLONASS, la correccio´n se obtiene derivando la expresio´n (6.29)
∆fdsv = γ (6.36)
que no es funcio´n del tiempo.
Con esta correccio´n, la desviacio´n de frecuencia por efecto Doppler medida segu´n la base
de tiempo GLONASS, fdGLO , se obtiene en base a la desviacio´n de frecuencia por efecto
Doppler medida segu´n la base de tiempo del sate´lite, fdsv mediante
fdGLO = fdsv −∆fdsv . (6.37)
6.6. Correcciones en los Pseudo-Rangos
6.6.1. Correccio´n por Retardo Ionosfe´rico
Para las mediciones de co´digo, el efecto de la propagacio´n a trave´s de la iono´sfera se
observa como un retardo adicional en el tiempo de arribo de la sen˜al, o un incremento del
pseudo-rango. La sen˜al se propaga ma´s lentamente que c, con lo cual la medicio´n de tiempo
de arribo y por ende el pseudo-rango medido son mayores que los que corresponder´ıan a la
distancia sate´lite-usuario.
Dado que el retardo ionosfe´rico es funcio´n de la frecuencia de la sen˜al, en los receptores
que operan en doble frecuencia es posible descontar completamente este efecto mediante la
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combinacio´n lineal de mediciones tomadas en ambas frecuencias. En los receptores que operan
en simple frecuencia la alternativa consiste en emplear algu´n modelo, que en base a la f´ısica
del problema intente predecir dicho retardo.
Uno de los modelos ma´s difundidos es del conocido como modelo de Klobuchar, para el
cual el sistema GPS transmite 8 para´metros como parte del mensaje de navegacio´n, αn y βn
con n de 0 a 3, que son los coeficientes de dos funciones cu´bicas que representan la amplitud
y el per´ıodo del retardo vertical, respectivamente (GPS, 2014; Tsui, 2005).
Para el ca´lculo de la correccio´n se requiere, adema´s de estos coeficientes, contar con una
estimacio´n de la latitud y longitud del usuario, φu y λu y de la elevacio´n y azimut de cada
sate´lite k, Ek y Ak, todos medidos en semi-ciclos.
El modelo se basa en definir para cada sate´lite un punto de interseccio´n de la iono´sfera,
cuya proyeccio´n sobre la superficie terrestre presenta latitud y longitud φik y λik, en semi-
ciclos, dadas por
φik = φu + ψk cosAk (6.38)
λik = λu +
ψk senAk
cosφik
(6.39)
donde ψk es el a´ngulo centrado en la Tierra entre la posicio´n del usuario y la proyeccio´n sobre
la superficie terrestre de dicho punto de interseccio´n (en semi-ciclos), dada por
ψk =
0,0137
Ek + 0,11
− 0,022. (6.40)
Adema´s, en el modelo, se limita el valor de φik al intervalo [−0,416, 0,416]
φik =


φik si |φi| ≤ 0,416
0,416 si φi > 0,416
−0,416 si φi < −0,416
. (6.41)
En base al valor de φik se obtiene la latitud geomagne´tica de la proyeccio´n sobre la
superficie terrestre del punto de interseccio´n
φmk = φik + 0,064 cos(λik − 1,617). (6.42)
En base al valor de φmk y de los coeficientes αn y βn transmitidos por el sistema, se
obtiene la amplitud AMPk y el per´ıodo PERk del retardo vertical
AMPk =
3∑
n=0
αnφ
n
mk (6.43)
PERk =
3∑
n=0
βnφ
n
mk. (6.44)
En el modelo, estos valores se limitan por debajo a los valores 0 y 72000, respectivamente
AMPk =
{
AMPk si AMPk ≥ 0
0 si AMPk < 0
(6.45)
PERk =
{
PERk si PERk ≥ 72000
72000 si PERk < 72000
. (6.46)
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Adema´s, en base al tiempo GPS, tGPS se obtiene el tiempo local
tk = (4,32× 104λik + tGPS) mo´d 86400 (6.47)
donde se emplea la operacio´n mo´dulo, es decir el resto positivo de la divisio´n entera para
indicar que al valor de tk se le debe sumar o restar 86400 tantas veces como haga falta
para que resulte en el intervalo [0, 86400), es decir el intervalo correspondiente a un d´ıa
(86400 = 24 · 3600).
En base a este valor se obtiene la fase xk, en radianes
xk =
2π(tk − 50400)
PERk
(6.48)
donde 50400 corresponde, en segundos, a las 14 horas, local.
Por su parte, en funcio´n de la elevacio´n se obtiene el factor de oblicuidad, que tiene en
cuenta la diferencia en el retardo entre un sate´lite ubicado en el azimut y el sate´lite con la
elevacio´n correspondiente
Fk = 1 + 16(0,53− Ek)3. (6.49)
Con estos valores, el retardo por efecto ionosfe´rico se obtiene como
Tkiono =

 Fk
[
5× 10−9 +AMPk
(
1− x
2
k
2
+
x4k
24
)]
si |xk| < 1,57
Fk 5× 10−9 si |xk| ≥ 1,57
(6.50)
Finalmente, la correccio´n a aplicar en la medicio´n de pseudo-rango (tanto para GPS como
para GLONASS) se obtiene en base al retardo mediante la expresio´n
∆ρkiono = c Tkiono (6.51)
Cabe aclarar que el valor de retardo dado por (6.50) es va´lido para la sen˜al de GPS en
banda L1. Sin embargo, puede aplicarse a las sen˜ales de GLONASS6 mediante la relacio´n
T
(GLO)
kiono
=
(
f
(GPS)
L1
f
(GLO)
k
)2
Tkiono (6.52)
donde f
(GPS)
L1 es la frecuencia nominal de la sen˜al en banda L1 de GPS, f
(GLO)
k es la frecuencia
nominal de la sen˜al en banda L1 para el sate´lite k de GLONASS, y Tkiono se obtiene con la
aplicacio´n de las fo´rmulas descriptas previamente. La u´nica salvedad, es que para la aplicacio´n
de las fo´rmulas debe obtenerse el tiempo GPS al que corresponde el tiempo GLONASS en el
que se quiere obtener la correccio´n. Luego, la correccio´n a aplicar en la medicio´n de pseudo-
rango se obtiene de igual modo que en GPS mediante la aplicacio´n de la ecuacio´n (6.51).
6GLONASS no transmite para´metros de ningu´n modelo para la correccio´n del retardo ionosfe´rico.
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6.6.2. Correccio´n por Retardo Troposfe´rico
El efecto de la tropo´sfera aparece como un retardo adicional en las mediciones del tiempo
de arribo de las sen˜ales GNSS, o un incremento en las mediciones de pseudo-rango. Este
u´ltimo esta´ dado por (Subirana et al., 2013)
∆ρk,tropo =
∫
u
sk
(n− 1)ds = 10−6
∫
u
sk
Nds (6.53)
donde sk y u representan la posicio´n del k-e´simo sate´lite y del usuario, respectivamente;
n y N = 106(n − 1) son el ı´ndice de refraccio´n, y la refractividad del medio; y la integral
se calcula sobre el camino que une el sate´lite con el usuario. En general, la refractividad
puede descomponerse en una parte hidrosta´tica o “seca” (producto de los diferentes gases
que componen la tropo´sfera como N2, O2, Ar, etc.) y una parte “hu´meda” (producto del
vapor de agua).
Adema´s, el retardo depende del camino recorrido en la tropo´sfera y por tanto modelarse
en funcio´n del a´ngulo de elevacio´n del sate´lite. Un modelo que considera diferentes perfiles
para la componente seca y la componente hu´meda es el siguiente (Subirana et al., 2013)
∆ρk,tropo = (dd + dw)M(Ek) (6.54)
donde dd y dw se calculan en base a la altitud del receptor y estimados de los para´metros
meteorolo´gicos: presio´n P , temperatura T , presio´n de vapor de agua e, variacio´n de la
temperatura β y variacio´n de la presio´n del vapor de agua λ. El factor de oblicuidad puede
calcularse en base a (Subirana et al., 2013)
M(Ek) =
1,001√
0,002001 + sen2Ek
(6.55)
es funcio´n del a´ngulo de elevacio´n Ek del sate´lite.
Por su parte, si no se dispone de sensores meteorolo´gicos, dd y dw, pueden modelarse
mediante (Subirana et al., 2013)
dd =
(
1− βH
T
) g
Rdβ 10−6k1RdP
gm
(6.56)
dw =
(
1− βH
T
) (λ+1)g
Rdβ
−1 10−6k2Rd
(λ+ 1)gm − βRd
e
T
(6.57)
donde H es la altura sobre el nivel del mar [m], k1 = 77,604 [K/mbar], k2 =
382000 [K2/mbar], Rd = 287,054 [J/(kg K)], gm = 9,784 [m/s2] y g = 9,80665 [m/s2].
Los restantes para´metros se obtienen en base a
ξ(ϕ,D) = ξ0(ϕ)−∆ξ(ϕ) cos
(
2π(D −Dmin)
365,25
)
(6.58)
donde D es el d´ıa del an˜o, y
Dmin =
{
28 latitud norte
211 latitud sur
(6.59)
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ϕ [◦] P0 [mbar] T0 [K] e0 [mbar] β0 [K/m] λ0
15 1013,25 299,65 26,31 6,30× 10−3 2,77
30 1017,25 294,15 21,79 6,05× 10−3 3,15
45 1015,75 283,15 11,66 5,58× 10−3 2,57
60 1011,75 272,15 6,78 5,39× 10−3 1,81
75 1013,00 263,65 4,11 4,53× 10−3 1,55
Tabla 6.9: Valores promedio de los para´metros utilizados para el ca´lculo del retardo troposfe´rico.
ϕ [◦] ∆P [mbar] ∆T [K] ∆e [mbar] ∆β [K/m] ∆λ
15 0,00 0,00 0,00 0,00× 10−3 0,00
30 −3,75 7,00 8,85 0,25× 10−3 0,33
45 −2,25 11,00 7,24 0,32× 10−3 0,46
60 −1,75 15,00 5,36 0,81× 10−3 0,74
75 −0,50 14,50 3,39 0,62× 10−3 0,30
Tabla 6.10: Variacio´n de los para´metros utilizados para el ca´lculo del retardo troposfe´rico.
lo cual contempla las variaciones en las estaciones entre ambos hemisferios.
Los para´metros ξ0(ϕ) y ∆ξ(ϕ), donde ϕ indica la latitud (en valor absoluto) y ξ debe
interpretarse como uno de los para´metros P , T , e, β o´ λ, se obtienen interpolando linealmente
los valores dados en las tablas 6.9 y 6.10 (salvo que ϕ < 15◦ o´ ϕ > 75◦, en cuyo caso se toman
los valores extremos tabulados).
6.6.3. Correccio´n por Efecto Sagnac
Si denotamos con tk y sk(tk) al tiempo en el que la sen˜al es transmitida por el k-e´simo
sate´lite y su ubicacio´n en este instante, respectivamente; y con tu y u(tu) al tiempo en el
que la sen˜al es recibida por el usuario y su ubicacio´n en este instante, respectivamente, la
ecuacio´n
c (tu − tk) = ‖sk(tk)− u(tu)‖ (6.60)
se basa en la constancia de la velocidad de la luz y por tanto resulta va´lida u´nicamente si
el marco de referencia utilizado es un marco inercial (Ashby, 1995). En nuestra formulacio´n
del problema, utilizamos como referencia un marco no inercial: el marco ECEF (de hecho
es el marco en el que resulta ma´s sencillo obtener la posicio´n de los sate´lites en base a la
informacio´n transmitida por los sistemas GNSS). Si tomamos un marco ECI que coincida con
el marco ECEF en el instante tk, la ecuacio´n (6.60) puede reescribirse como
c (tu − tk) = ‖sek(tk)− (ue(tu) + ∆u) ‖ (6.61)
donde ue(tu) y s
e
k(tk) denota la ubicacio´n del usuario y del sate´lite en los instantes
correspondientes. Debido a la eleccio´n del marco ECI, sek(tk) = sk(tk). Por otra parte, en el
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instante tu, el marco ECEF ya no coincide con el marco ECI elegido y por tanto expresamos
u(tu) = u
e(tu) + ∆u. El vector ∆u, mide la variacio´n entre la ubicacio´n del usuario en el
marco ECI en el instante tk (coincidente con el ECEF) y su ubicacio´n en el instante tu, lo
cual se debe a la rotacio´n del marco ECEF en este intervalo temporal, y puede aproximarse
mediante
∆u ≃ ω × ue(tu) (tu − tk) (6.62)
y adema´s, denotando con rk , s
e
k(tk) − ue(tu) (vector de rango geome´trico medido en el
marco ECEF) la ecuacio´n (6.61) puede aproximarse mediante
c (tu − tk) ≃ ‖rk‖+ r′k ·∆u (6.63)
donde se observa que la ecuacio´n tiene la misma forma que la que utiliza´bamos como ecuacio´n
de pseudo-rango (ecuacio´n (2.14)); el te´rmino a la izquierda es nuestra medicio´n de tiempo
de viaje de la sen˜al, mientras que el primer te´rmino a la derecha es la distancia geome´trica.
Denotamos al segundo te´rmino como “correccio´n” del pseudo-rango por efecto Sagnac
∆ρksag = r
′
k ·∆u = r′k · (ω × ue(tu) (tu − tk)) . (6.64)
Finalmente, si se desprecia la correccio´n en (6.63), puede reemplazarse el factor (tu − tk) en
(6.64), resultando
∆ρksag =
‖rk‖
c
[
r′k · (ω × ue(tu))
]
. (6.65)
Por supuesto, para obtener esta correccio´n se debe contar con una estimacio´n de la posicio´n
del usuario en el instante tu. Dado que no se requiere que esta estimacio´n sea muy precisa, en la
pra´ctica puede utilizarse la posicio´n del usuario obtenida en la solucio´n de navegacio´n previa.
Aplicando esta correccio´n al pseudo-rango medido, se llega a la formulacio´n del problema tal
como lo planteamos originalmente
c (tu − tk)−∆ρksag = ‖rk‖. (6.66)
El efecto Sagnac es, en definitiva, un producto de la eleccio´n del marco ECEF para la
formulacio´n del problema de navegacio´n, mientras que la constancia de la velocidad de la luz
so´lo puede asegurarse en un marco ECI. Una alternativa para eliminar este efecto, descripta
en Weiss y Ashby (1998), consiste en definir un marco ECI, transformar las posiciones de los
sate´lites a dicho marco, resolver el problema de navegacio´n, y luego transformar la posicio´n
de usuario obtenida al marco ECEF.
6.7. Ca´lculo de Estados de los Sate´lites
Para el ca´lculo de la solucio´n de navegacio´n resulta necesario conocer la posicio´n y
velocidad de cada uno de los sate´lites de los sistemas GNSS involucrados. Esta informacio´n
en general se refiere como variables de estado de los sate´lites, vector de estado del sate´lite, o´
directamente como estado del sate´lite. Es fundamental resaltar que el estado de cada sate´lite
debe conocerse (calcularse) en los instantes que corresponden al tiempo de transmisio´n de
la sen˜al de cada uno de ellos, que es diferente para cada sate´lite. El estado debe conocerse
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en el mismo marco de referencia en el cual se quiere obtener la solucio´n de navegacio´n de
usuario. En general un sistema de referencia no inercial, fijo en la Tierra y centrado en la
Tierra (sistema ECEF).
La prediccio´n de la o´rbita de cada sate´lite es una prerrogativa del segmento de control
del sistema GNSS. Cada sate´lite transmite luego al usuario informacio´n referida a su propia
o´rbita como parte del mensaje de navegacio´n, analizado en las secciones 6.1.4 y 6.1.5. Como
se puede ver en dichas secciones, el sistema GPS y el sistema GLONASS utilizan para´metros
diferentes para la descripcio´n de la o´rbita.
El sistema GPS transmite los para´metros orbitales keplerianos7, denominados efeme´rides
del sate´lite. Estos para´metros permiten, resolviendo la ecuacio´n de o´rbita, obtener los estados
de cada sate´lite particular. Dado que el movimiento orbital se encuentra sometido a diversas
perturbaciones, esta informacio´n (la prediccio´n de o´rbita) tiene un determinado per´ıodo de
validez. Por esto, la informacio´n contenida en el mensaje de navegacio´n se actualiza cada un
determinado per´ıodo de tiempo (nominalmente, 2 horas).
El sistema GLONASS transmite los estados predichos de posicio´n, velocidad y aceleracio´n
de cada sate´lite correspondientes a un instante particular, indicado por el sistema. La
obtencio´n de los estados en otro instante se realiza resolviendo nume´ricamente la ecuacio´n
diferencial que describe el movimiento orbital, utilizando esta informacio´n provista como
condiciones iniciales. En esta resolucio´n se asume que la aceleracio´n se mantiene constante,
por lo cual esta informacio´n tiene un acotado per´ıodo de validez (nominalmente, 30 minutos).
6.7.1. Estados de los Sate´lites de GPS
En base a los para´metros pseudo-keplerianos que describen la o´rbita de cada sate´lite, y
que se presentan en la tabla 6.3, la obtencio´n de los estados en coordenadas ECEF, para un
dado sate´lite y para un instante t particular es muy similar a la descripta en el ape´ndice A.
En primer lugar se obtiene el movimiento medio corregido, n, en base a
n =
√
µ
a3
+∆n (6.67)
donde se toma el valor de µ = 398600,5 × 10−8 m3/s2 como constante gravitacional de la
Tierra, segu´n WGS-84, y el semieje mayor a se obtiene simplemente elevando al cuadrado el
dato transmitido de la ra´ız del mismo.
En base al movimiento medio y la anomal´ıa media de referencia al tiempo toe, la anomal´ıa
media al tiempo t esta´ dada por
M =M0 + n (t− toe) (6.68)
la cual se relaciona con la anomal´ıa exce´ntrica, E, mediante la ecuacio´n de Kepler
M = E − e sen(E) (6.69)
7En rigor, la denominacio´n de keplerianos es correcta al hablar de una o´rbita sin perturbaciones, mientras
que en las efeme´rides se incluyen te´rminos que dan cuenta de las perturbaciones a la o´rbita; y quiza´s una
denominacio´n ma´s exacta ser´ıa para´metros pseudo-keplerianos.
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que como se menciona en el ape´ndice A es una ecuacio´n trascendental que debe resolverse
por algu´n me´todo iterativo. Por su parte, la anomal´ıa exce´ntrica se relaciona con la anomal´ıa
real ν mediante las siguientes ecuaciones
cos(ν) =
cos(E)− e
1− e cos(E) (6.70)
sen(ν) =
√
1− e2 sen(E)
1− e cos(E) . (6.71)
Por otra parte, el argumento de latitud, φ, esta´ dado por la suma del argumento de perigeo
y de la anomal´ıa real
φ = ν + ω. (6.72)
Las correcciones del argumento de latitud, del radio y de la inclinacio´n, respectivamente,
se obtienen a partir de los factores de correccio´n de la siguiente manera
δφ = Cus sen(2φ) + Cuc cos(2φ) (6.73)
δr = Crs sen(2φ) + Crc cos(2φ) (6.74)
δi = Cis sen(2φ) + Cic cos(2φ). (6.75)
Con estos valores, el argumento de latitud corregido, u, el radio orbital corregido, r, y la
inclinacio´n corregida, i, resultan
u = φ+ δφ (6.76)
r = a(1− e cos(E)) + δr (6.77)
i = i0 +
di0
dt
(t− toe) + δi. (6.78)
La longitud del nodo ascendente corregida, resulta
Ω = Ω0 + (Ω˙0 − Ω˙e)(t− toe) (6.79)
donde Ω˙e = 7,2921151467 × 10−5 rad/s, es la velocidad de rotacio´n de la Tierra, segu´n
WGS-84.
Las coordenadas de posicio´n del sate´lite en su plano orbital pueden obtenerse a partir de
xp = r cos(u) (6.80)
yp = r sen(u). (6.81)
Finalmente, la posicio´n del sate´lite en coordenadas ECEF, resulta
x = xp cos(Ω)− yp cos(i) sen(Ω) (6.82)
y = xp sen(Ω) + yp cos(i) cos(Ω) (6.83)
z = yp sen(i). (6.84)
Derivando estas u´ltimas expresiones, es posible obtener un juego de ecuaciones que
describe la velocidad del sate´lite. A partir de (6.68) y (6.69) se puede ver que
M˙ = n[1− e cos(E)]E˙. (6.85)
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Derivando (6.70), se puede ver que
cos(ν) ν˙ =
√
1− e2 cos(ν) E˙
1− e cos(E) . (6.86)
Tambie´n de (6.70), se puede ver que
1 + e cos(ν) =
1− e2
1− e cos(E) . (6.87)
Reemplazando (6.87) en (6.85) y luego este resultado en (6.86), se llega a
ν˙ =
n (1 + e cos(ν))2
(1− e2) 32
. (6.88)
A partir de (6.72), despreciando la variacio´n temporal de ω, se puede decir
φ˙ = ν˙. (6.89)
Derivando (6.73), (6.74) y (6.75) se obtiene
˙δφ = 2φ (Cus cos(2φ) + Cuc sen(2φ)) (6.90)
δ˙r = 2φ (Crs cos(2φ) + Crc sen(2φ)) (6.91)
δ˙i = 2φ (Cis cos(2φ) + Cic sen(2φ)). (6.92)
Derivando (6.77) se obtiene
r˙ = a e sen(E) E˙ + δ˙r. (6.93)
Utilizando (6.85) y (6.71), se puede reescribir como
r˙ =
a e n sen(ν)√
1− e2 + δ˙r. (6.94)
A partir de (6.76) y (6.78), se obtienen la derivada del argumento de latitud corregido y
del argumento de inclinacio´n corregido
u˙ = φ˙+ ˙δφ (6.95)
di
dt
=
di0
dt
+ δ˙i. (6.96)
Derivando (6.80) y (6.81), se obtiene
x˙p = r˙ cos(u)− yp u˙ (6.97)
y˙p = r˙ sen(u) + xp u˙. (6.98)
Adema´s, derivando (6.79) se obtiene
Ω˙ = Ω˙0 − Ω˙e. (6.99)
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Y definiendo las variables auxiliares
qa , x˙p − yp cos(i) Ω˙ (6.100)
qb , xp Ω˙ + y˙p cos(i) − z di
dt
(6.101)
se llega finalmente a las expresiones que determinan la velocidad del sate´lite en coordenadas
ECEF
x˙ = qa cos(Ω)− qb sen(Ω) (6.102)
y˙ = qa sen(Ω) + qb cos(Ω) (6.103)
z˙ = y˙p sen(i) + yp cos(i)
di
dt
. (6.104)
Debe notarse que las ecuaciones (6.82), (6.83), (6.84), (6.102), (6.103) y (6.104), as´ı como
las dema´s necesarias para el ca´lculo, permiten obtener la posicio´n y velocidad de un dado
sate´lite GPS en un dado instante t (en general, el tiempo de transmisio´n de la sen˜al). Para
obtener una solucio´n de navegacio´n particular, este ca´lculo debe repetirse para cada uno de
los sate´lites involucrados (con sus para´metros de efeme´rides correspondientes), en cada caso
en el instante t que corresponda.
6.7.2. Estados de los Sate´lites de GLONASS
En el caso del sistema GLONASS, el mensaje de navegacio´n en lugar de contener los
para´metros orbitales como en el caso de GPS, contiene las tres coordenadas de posicio´n, las
tres coordenadas de velocidad y las tres coordenadas de aceleracio´n (debidas a las atracciones
de la Luna y el Sol) del sate´lite en un sistema de referencia ECEF8, en un instante determinado
(Ver tabla 6.6).
Esta informacio´n se actualiza nominalmente cada 30 minutos y se encuentra referida (tb)
al centro de este intervalo de 30 minutos. As´ı, la utilizacio´n adecuada de los datos ser´ıa en
el intervalo (tb − 15 min, tb + 15 min). Para obtener los estados del sate´lite en algu´n otro
instante perteneciente a este intervalo se deben integrar las ecuaciones de movimiento del
sate´lite, utilizando los valores dados como condiciones iniciales.
Considerando el potencial gravitatorio de la Tierra como el de una masa puntual ma´s un
te´rmino de su desarrollo en serie de armo´nicos esfe´ricos, y considerando adema´s que el aporte
de las fuerzas de atraccio´n gravitatoria de la luna y el sol permanecen constantes durante el
8En GLONASS, se toma como sistema de referencia ECEF el sistema PZ-90.02, que si bien similar, no
es ide´ntico al sistema de referencia utilizado por GPS. En el presente cap´ıtulo cuando hagamos alusio´n a los
estados (posicio´n y velocidad) de un sate´lite de GPS, se sobreentendera´ que estos estados corresponden al
sistema de referencia del sistema GPS y cuando hagamos alusio´n a los estados de un sate´lite de GLONASS
se sobreentendera´ que estos estados corresponden al sistema de referencia del sistema GLONASS. En caso
de utilizarse datos de ambos sistemas en conjunto, debera´ elegirse un sistema de referencia como principal y
referir las coordenadas del otro sistema a e´ste, como veremos ma´s adelante.
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intervalo de intere´s, las aceleraciones que actu´an sobre el sate´lite esta´n dadas por
x¨i = − µ
r3
x+
3
2
c20
µ a2e
r5
x(1− 5z
2
r2
) + x¨ (6.105)
y¨i = − µ
r3
y +
3
2
c20
µ a2e
r5
y(1− 5z
2
r2
) + y¨ (6.106)
z¨i = − µ
r3
z +
3
2
c20
µ a2e
r5
z(1− 5z
2
r2
) + z¨. (6.107)
Estas expresiones resultan va´lidas en un marco de referencia inercial. Para plantear la
solucio´n en un marco de referencia ECEF, se deben tener en cuenta las rotaciones existentes
entre ambos sistemas dadas por los movimientos de rotacio´n, nutacio´n y precesio´n terrestres.
No obstante, en un intervalo pequen˜o de integracio´n, los u´nicos efectos apreciables son la
rotacio´n terrestre y las fuerzas de Coriolis causadas por esta rotacio´n. En el marco de
referencia ECEF, las aceleraciones resultan (ver cap´ıtulo 3)
x¨e = x¨i + ω2E x
e + 2 ωE y˙
e (6.108)
y¨e = y¨i + ω2E y
e − 2 ωE x˙e (6.109)
z¨e = z¨i. (6.110)
Expresadas como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, las ecuaciones
que describen el movimiento satelital en el marco ECEF resultan
dx
dt
= x˙ (6.111)
dy
dt
= y˙ (6.112)
dz
dt
= z˙ (6.113)
dx˙
dt
= x¨ = − µ
r3
x+
3
2
c20
µ a2e
r5
x(1− 5z
2
r2
) + x¨+ ω2Ex+ 2ωE y˙ (6.114)
dy˙
dt
= y¨ = − µ
r3
y +
3
2
c20
µ a2e
r5
y(1− 5z
2
r2
) + y¨ + ω2Ey − 2ωE x˙ (6.115)
dz˙
dt
= z¨ = − µ
r3
z +
3
2
c20
µ a2e
r5
z(1− 5z
2
r2
) + z¨ (6.116)
donde
r =
√
x2 + y2 + z2 (6.117)
x, y, y z denotan las coordenadas de posicio´n del sate´lite; x˙, y˙ y z˙ denotan las coordenadas
de velocidad del sate´lite; x¨, y¨ y z¨ denotan las coordenadas de aceleracio´n producida por
la atraccio´n gravitatoria del Sol y la Luna; todas ellas referidas al marco ECEF. Adema´s,
µ = 3,9860044 × 1014 m3/s2 indica la constante de gravitacio´n terrestre; aE = 6378136 m
indica el semi-eje mayor de la Tierra; c20 = −1,08263 × 10−3 indica el segundo armo´nico
zonal del geopotencial gravitatorio; y ωE = 7,292115 × 10−5 s−1 indica la velocidad angular
de rotacio´n de la Tierra; todos ellos segu´n definicio´n PZ-90.02.
Para determinar la posicio´n del sate´lite en un instante determinado se debe resolver
este sistema de ecuaciones diferenciales tomando como valores iniciales las tres coordenadas
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de posicio´n, velocidad y aceleracio´n recibidas en el mensaje de navegacio´n. Dado que esta
resolucio´n no se puede llevar a cabo de forma anal´ıtica, se debe implementar un me´todo de
resolucio´n nume´rica. El ICD de GLONASS (GLONASS, 2008) recomienda utilizar el me´todo
de Runge-Kutta de orden cuatro. En Roßbach (2000) se describe de manera detallada como
resultan los algoritmos al aplicar este me´todo al caso de las ecuaciones (6.111), (6.112),
(6.113), (6.114), (6.115) y (6.116).
6.8. Solucio´n Puntual de Posicio´n
Uno de los me´todos que permite resolver de manera cerrada el problema de determinacio´n
de la posicio´n con un sistema GNSS, descripto en la seccio´n 2.5, es el denominado me´todo de
Bancroft, presentado en Bancroft (1985), que describiremos someramente a continuacio´n.
A partir de la ecuacio´n (2.7), que relaciona la posicio´n del usuario u con la posicio´n del
sate´lite i-e´simo, si en un mismo marco de referencia espacial; que se repite por simplicidad
ri = si − u (6.118)
puede obtenerse
‖ri‖2 = r′i ri = ‖si‖2 + ‖u‖2 − 2s′iu. (6.119)
Por otra parte, en base a la definicio´n de pseudo-rango, ecuacio´n (2.14), se obtiene
‖ri‖ = ρi − b (6.120)
de donde se llega a
‖ri‖2 = ρ2i + b2 − 2ρib. (6.121)
En base a (6.119) y (6.121) se obtiene
s′iu− ρib =
‖si‖2 + ‖u‖2 − ρ2i − b2
2
(6.122)
que puede escribirse en forma matricial
[
s′i ρi
] [ u
−b
]
=
‖si‖2 + ‖u‖2 − ρ2i − b2
2
. (6.123)
Definiendo
λ ,
‖u‖2 − b2
2
(6.124)
ci ,
‖si‖2 − ρ2i
2
(6.125)
ai ,
[
si
ρi
]
(6.126)
x ,
[
u
−b
]
(6.127)
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la ecuacio´n (6.123) puede escribirse
a′i x = λ+ ci. (6.128)
Si se tienenM sate´lites de posicio´n conocida, para los cuales es posible obtener mediciones
de pseudo-rango, se cuenta con M ecuaciones de la forma (6.128). Si definimos
A ,


s′1 ρ1
s′2 ρ2
...
s′M ρM

 =


a′1
a′2
...
a′M

 (6.129)
c ,


c1
c2
...
cM

 . (6.130)
Resulta un sistema de M ecuaciones con 4 inco´gnitas (las tres coordenadas de posicio´n y
el factor debido al sesgo del reloj local), reunidas en el vector x
A x = λ 1M×1 + c (6.131)
donde 1M×1 es una matriz de M × 1 (vector columna en este caso) con todos sus elementos
iguales a 1.
Para que el sistema pueda resolverse, se debe contar con un nu´mero mı´nimo de 4
ecuaciones, o cuatro mediciones, tal como se analizo´ en la seccio´n 2.5. En general, si se
cuenta con ma´s de 4 mediciones, la matriz A no resulta cuadrada, y el sistema de ecuaciones
puede resolverse mediante lo que se conoce como pseudo-inversa
A#A = I (6.132)
que puede obtenerse de la siguiente manera
A# =
(
A′A
)−1
A′ (6.133)
con lo cual la ecuacio´n (6.131) resulta
x = λ A#1M×1 +A
#c. (6.134)
Definiendo
v , A#1M×1 (6.135)
w , A#c (6.136)
la ecuacio´n (6.134) resulta
x = λ v +w. (6.137)
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Analizando esta u´ltima ecuacio´n, puede verse que los vectores v y w dependen de las
posiciones de los sate´lites y de las mediciones de pseudo-rango (ver las definiciones de ai y
ci, ecuaciones (6.125) y (6.126)). Sin embargo, el factor λ depende de la solucio´n x de dicha
ecuacio´n (ver ecuacio´n (6.124)). Definiendo
β =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (6.138)
es posible plantear
x′βx = ‖u‖2 − b2 = 2λ. (6.139)
Por otra parte, a partir de (6.137)
x′βx = (λ v +w)′ β (λ v+w) = λ2 v′βv + 2λ v′βw +w′βw. (6.140)
Luego, combinando las ecuaciones (6.139) y (6.140) se llega a la siguiente ecuacio´n
cuadra´tica en λ
λ2 v′βv + λ 2
(
v′βw − 1)+w′βw = 0. (6.141)
Resolviendo esta ecuacio´n cuadra´tica se obtienen dos soluciones λ1 y λ2. Luego,
reemplazando cada una de ellas en la ecuacio´n (6.137) se obtienen dos posibles soluciones
x1 = λ1 v +w (6.142)
x2 = λ2 v +w. (6.143)
Sin embargo, so´lo una de estas soluciones es la solucio´n real al problema original (hallar
las soluciones de posicio´n y sesgo en base a las mediciones de pseudo-rango). Si se analiza el
planteo matema´tico se puede relacionar la aparicio´n de una segunda solucio´n con el hecho
de que se elevan al cuadrado las ecuaciones (ver ecuaciones (6.119) y (6.121)). Existen varios
criterios que pueden ser utilizados para eliminar esta segunda solucio´n, o solucio´n ficticia
• Criterio Geome´trico
Si se conoce que la solucio´n de posicio´n debe corresponder a alguna regio´n particular, por
ejemplo la superficie terrestre o sus cercan´ıas, en general puede descartarse la solucio´n
ficticia por no cumplir con esta restriccio´n.
• Valor de sesgo
En general, el tiempo de receptor se obtiene en base a alguno de los tiempos de
transmisio´n ma´s algu´n valor que corresponde al valor esperado de retardo entre los
sate´lites de la constelacio´n y un usuario (considerando el ma´ximo retardo posible,
dado por un sate´lite en el horizonte; y el mı´nimo retardo posible, dado por un sate´lite
en el azimut), con lo cual el valor de sesgo que corresponde a la solucio´n verdadera
es esperable que se encuentre dentro de un determinado intervalo. En general puede
descartarse la solucio´n ficticia por no cumplir esta restriccio´n.
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• Residuos
Con cada una de las soluciones x1 y x2 se obtienen, en base a las ecuaciones (6.118)
y (6.120), las mediciones de pseudo-rango que corresponden a cada una de estas
soluciones, que denominaremos ρ
(1)
i y ρ
(2)
i . Con cada uno de estos juegos de valores, y
las verdaderas mediciones de pseudo-rango, se obtienen lo que denominaremos residuos
de pseudo-rango ξ1 y ξ2
ξ1 =
√√√√ M∑
i=1
(
ρ
(1)
i − ρi
)2
(6.144)
ξ2 =
√√√√ M∑
i=1
(
ρ
(2)
i − ρi
)2
(6.145)
Dado que la solucio´n ficticia no resuelve el problema original, los residuos para esta
solucio´n sera´n en general mayores que para la solucio´n real. El criterio consiste en
seleccionar la solucio´n que presente un valor menor del residuo.
6.9. Solucio´n Puntual de Posicio´n con ma´s de un Sistema
GNSS
6.9.1. Formulacio´n
Cuando utilicemos mediciones de pseudo-rango de ma´s de un sistema GNSS, adoptaremos
la notacio´n
ραi = ‖ri‖+ bα (6.146)
ρβi = ‖ri‖+ bβ (6.147)
ργi = ‖ri‖+ bγ (6.148)
donde el super´ındice α, β o´ γ se utiliza para indicar que las mediciones corresponden a un
dado sistema GNSS.
En caso que las bases temporales de los diferentes sistemas GNSS no se encuentren
sincro´nicas, las inco´gnitas bα, bβ y bγ sera´n diferentes. Tal como se analiza en (Cogo et al.,
2012), existen al menos tres casos “l´ımite” en los que resulta de intere´s analizar la solucio´n
conjunta de posicio´n combinando mediciones de ma´s de un sistema:
• Caso I: Si se cuenta con 4 mediciones de un mismo sistema es posible obtener la
solucio´n puntual con el me´todo descripto en la seccio´n 6.8. En este caso, si se cuenta
con alguna medicio´n de otro sistema, puede obtenerse el sesgo correspondiente en base
a la ecuacio´n que relaciona dicha medicio´n con la solucio´n de posicio´n previamente
obtenida y con el sesgo inco´gnita de este sistema.
• Caso II: Si se cuenta con 3 mediciones de un sistema, y 2 mediciones de otro sistema,
se tienen 5 ecuaciones con cinco inco´gnitas (las tres coordenadas de posicio´n y los dos
valores de sesgo). Nuevamente, si se tiene una medicio´n adicional de un tercer sistema
puede obtenerse el sesgo a partir de la misma, y la solucio´n de posicio´n obtenida.
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• Caso III: Si se cuenta con 2 mediciones de tres sistemas diferentes, se tienen 6
ecuaciones con seis inco´gnitas (las tres coordenadas de posicio´n y los tres valores de
sesgo).
Puede analizarse que cualquier otro caso de ma´s mediciones por sistema puede reducirse a
alguno de los tres casos analizados. De igual manera, en caso de contar con menos mediciones
no es posible hallar la solucio´n de posicio´n.
6.9.2. Disponibilidad de Mediciones
Un aspecto que resulta interesante analizar cuando se formula la solucio´n de posicio´n
conjunta con ma´s de un sistema GNSS, consiste en la disponibilidad de mediciones de cada
sistema en una situacio´n particular dada.
Para analizar este hecho recurrimos a un escenario de simulacio´n con las siguientes
consideraciones:
• Se toman constelaciones t´ıpicas de los sistemas GPS y GLONASS definidas por
una realizacio´n de sus almanaques. Se toma una constelacio´n ideal del sistema
Galileo definida por 27 sate´lites distribuidos uniformemente en 3 planos orbitales,
cuyas ascensiones rectas del nodo ascendente difieren en 2π3 radianes, con inclinacio´n,
excentricidad y semi-eje mayor nominales.
• Se toman 10000 corridas de simulacio´n. Para cada corrida se toma de manera aleatoria
(con distribucio´n uniforme) un instante en el intervalo de tiempo correspondiente a
una semana. Esto resulta importante, ya que el estado de las constelaciones dependen
del instante elegido (y por ende la geometr´ıa de sate´lites vistos desde un determinado
punto o posicio´n de usuario). En cada instante se toma una posicio´n de usuario en la
superficie terrestre con un a´ngulos de longitud λ y latitud φ aleatorios e independientes,
con funciones de densidad de probabilidad9 fΛ(λ) = ⊓
(
λ
2π
)
, fΦ(φ) =
cos(φ)
2 ⊓
(
φ
π
)
. De
esta manera, se asegura que las posiciones de usuario se encuentren distribuidas de
manera aproximadamente uniforme sobre la superficie terrestre (la distribucio´n ser´ıa
uniforme si la Tierra fuese perfectamente esfe´rica).
• Para cada corrida se calculan los estados de posicio´n de los sate´lites GNSS. En base a
diferentes ma´scaras de elevacio´n se obtienen los sate´lites visibles de cada constelacio´n.
En base a la visibilidad de sate´lites se analiza la disponibilidad de mediciones de cada
sistema y la factibilidad de obtener solucio´n de posicio´n contemplando los tres casos
analizados previamente.
En la figura 6.5 se presentan los resultados de probabilidad de obtener solucio´n de posicio´n
(considerando que de todo sate´lite visible se obtiene una medicio´n de pseudo-rango) con los
diferentes casos analizados previamente, y considerando diferentes ma´scaras de elevacio´n para
la visibilidad de sate´lites.
En la figura superior izquierda se analiza la factibilidad o probabilidad de obtener solucio´n
de posicio´n mediante el denominado Caso I (esto es, al menos cuatro mediciones de un mismo
9La variable φ se obtiene mediante φ = cos−1(u)− pi/2, donde u ∼ U(−1, 1].
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Figura 6.5: Probabilidad (frecuencia relativa) de obtener solucio´n de posicio´n con los diferentes
casos analizados previamente, y considerando diferentes ma´scaras de elevacio´n.
sistema GNSS), en caso de involucrar solo el sistema GPS, en caso de involucrar los sistemas
GPS y GLONASS, y en caso de involucrar los sistemas GPS, GLONASS y Galileo. Puede
observarse que el hecho de incluir un nuevo sistema aumenta la probabilidad de obtener
solucio´n de posicio´n, ya que se agregan las probabilidades de tener cuatro mediciones del
nuevo sistema incorporado. Obviamente, el incremento de probabilidad so´lo se obtiene en
caso que no se tenga al menos cuatro mediciones en alguno de los sistemas previamente
incorporados.
En la figura superior derecha se analiza la factibilidad o probabilidad de obtener solucio´n
de posicio´n mediante el denominado Caso II (esto es, al menos tres y dos mediciones de
dos sistemas GNSS), en caso se involucrar los sistemas GPS y GLONASS, y en caso de
involucrar los sistemas GPS, GLONASS y Galileo. Nuevamente, en caso de involucrar un
nuevo sistema, se incrementan las probabilidades de obtener solucio´n. De hecho, al involucrar
Galileo aparecen dos nuevos escenarios posibles: resolver con GPS y Galileo, y resolver con
GLONASS y Galileo, por sobre el caso que no lo involucra. Se observa tambie´n que las
probabilidades de obtener solucio´n se incrementan con respecto a las observadas en el Caso
I; y que este incremento es ma´s notorio para las ma´scaras de elevacio´n ma´s restrictivas.
En la figura inferior se analizan las probabilidades de obtener solucio´n con alguno de los
tres casos considerados, teniendo en cuenta que se emplean los tres sistemas GNSS. Tambie´n
se discriminan los casos en que so´lo es posible obtener solucio´n con un u´nico sistema (Caso
I), con dos sistemas (Caso II) y con tres sistemas (Caso III). Se observa que, en general, la
disponibilidad aumenta cuando se cuenta con una solucio´n multi-constelacio´n.
Este ana´lisis “GPS-ce´ntrico” se debe al hecho de que el sistema GPS es el u´nico que estuvo
operativo desde su creacio´n, mientras que GLONASS tuvo etapas de pe´rdida y recuperacio´n
de cobertura, y que Galileo se encuentra en etapa de desarrollo. No obstante, un ana´lisis
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similar puede realizarse cambiando el orden (Cogo et al., 2012).
6.9.3. Solucio´n Nume´rica
Si bien existen intentos para obtener una solucio´n cerrada al problema con dos
constelaciones GNSS, como por ejemplo Juang y Tsai (2008), dada la complejidad que
presentan, nos centraremos u´nicamente en analizar las soluciones nume´ricas al problema.
Nuestra propuesta parte de considerar que si bien los sistemas GNSS no se basan
en marcos de referencia temporal comunes, existen esfuerzos de todos ellos por lograr la
cooperacio´n y el uso conjunto, por lo cual informan, o preve´n informar en su mensaje de
navegacio´n, la discrepancia de su base de tiempo con respecto a la de los dema´s sistemas
GNSS, con cierto grado de precisio´n. Es por esto que contando con esta informacio´n,
podemos asumir que las variables bα, bβ y bγ no presentara´n en la pra´ctica una discrepancia
considerable. Es as´ı que como primer paso en la resolucio´n consideramos que bα = bβ = bγ ,
es decir, como si existiese una u´nica inco´gnita b; y resolvemos con el me´todo propuesto en la
seccio´n 6.8. A esta solucio´n la denominaremos u(0), b(0).
En las figuras 6.6, 6.7 y 6.8 se presentan los errores obtenidos en la solucio´n para
las diferentes corridas utilizadas, en ausencia de ruido, incluyendo mediciones de uno, dos
y tres sistemas, respectivamente. En los tres casos, el me´todo de solucio´n de posicio´n y
sesgo es el presentado en la seccio´n 6.8. Se presentan tambie´n las soluciones puntuales de
velocidad, obtenidas con el me´todo expuesto en la seccio´n 6.10. En el caso de utilizar un
u´nico sistema (GPS en este caso), figura 6.6, en ausencia de ruido, el error observado se debe
u´nicamente a consideraciones nume´ricas en el me´todo de solucio´n, y resulta despreciable a
efectos pra´cticos. En caso de resolver tomando como u´nico sistema GLONASS o Galileo, los
resultados obtenidos son similares.
Sin embargo, en caso de utilizar mediciones de ma´s de un sistema GNSS, e intentar resolver
el problema considerando una u´nica inco´gnita de sesgo, tambie´n en ausencia de ruido, dado
que existen discrepancias entre bα, bβ y bγ , la solucio´n obtenida presenta errores de magnitud
apreciable tanto en estos valores como en las tres coordenadas de posicio´n; tal como se observa
en las figuras 6.7 y 6.8. Se observan tambie´n errores en la solucio´n de velocidad, causados
por el mencionado error en posicio´n. En caso de resolver tomando otro subconjunto de dos
sistemas GNSS: GPS y Galileo o´ GLONASS y Galileo; los resultados obtenidos son similares.
Si bien los errores obtenidos no son aceptables, pueden tomarse como un buen estimado
inicial sobre el cual mejorar la solucio´n. As´ı, como segundo paso proponemos un me´todo
iterativo para refinar la solucio´n. Definimos el vector
x(k) ,
[
u(k)
b(k)
]
(6.149)
donde k indica la k-e´sima iteracio´n, y en el vector b se juntan los iterados de los valores de
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Figura 6.6: Error en la solucio´n con un u´nico sistema (GPS en este caso) en ausencia de ruido.
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Figura 6.7: Error en la solucio´n con dos sistemas (GPS y GLONASS en este caso) en ausencia de
ruido, considerando una u´nica inco´gnita de sesgo.
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Figura 6.8: Error en la solucio´n con tres sistemas (GPS, GLONASS y Galileo) en ausencia de
ruido, considerando una u´nica inco´gnita de sesgo.
los sesgos10
b(k) ,


bα(k)
bβ
(k)
bγ(k)

 . (6.150)
La inicializacio´n, o primer iterado, esta´ dada por
x(0) =
[
u(0)
b(0)
]
(6.151)
b(0) =


b(0)
b(0)
b(0)

 (6.152)
donde b(0) es la solucio´n de sesgo obtenida considerando que todas las mediciones
correspond´ıan a un mismo sistema GNSS.
Definimos tambie´n el vector error asociado a la k-e´sima iteracio´n, ǫ(x(k)), cuya i-e´sima
componente esta´ dada por
[ǫ(x(k))]i = ‖si − u(k)‖+ qi b(k) − ρi (6.153)
10Esta definicio´n, al igual que todas las expresiones que siguen, es aplicable para el caso de resolver con
tres sistemas GNSS, que representa el caso ma´s general. En caso de resolver con dos sistemas, la redefinicio´n
resulta evidente.
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donde
qi ,


[
1 0 0
]
si ρi corresponde al sistema α[
0 1 0
]
si ρi corresponde al sistema β[
0 0 1
]
si ρi corresponde al sistema γ
. (6.154)
Si tomamos como funcio´n de costo el error cuadra´tico medio
J(x) = ǫ′(x) C−1ρ ǫ(x) (6.155)
donde Cρ denota la matriz de correlacio´n del ruido que afecta a las mediciones, el objetivo
de la iteracio´n sera´ encontrar el valor de x que minimice dicha funcio´n de costo.
xˆ = mı´n
x
(J(x)). (6.156)
Uno de los me´todos de optimizacio´n nume´rica ma´s sencillos que se pueden aplicar para
lograr la minimizacio´n es el denominado steepest descent (Nocedal y Wright, 2006). En este
me´todo, el (k+1)-e´simo iterado se obtiene mediante
x(k+1) = x(k) − αk ∇J(x(k)) (6.157)
donde el para´metro αk se obtiene mediante algu´n me´todo de bu´squeda inexacta, y debe
satisfacer las condiciones de Wolfe (Nocedal y Wright, 2006),
J(x(k) + αk ∇J(x(k))) ≤ J(x(k))− c1 αk ∇J(x(k))′∇J(x(k)) (6.158)
∇J(x(k) + αk ∇J(x(k)))′∇J(x(k)) ≤ c2∇J(x(k))′∇J(x(k)). (6.159)
En nuestro caso, la m-e´sima componente del gradiente de la funcio´n de costo resulta
[∇J(x)]m = 2 ǫ′(x) C−1ν
∂ǫ(x)
∂ [x]m
(6.160)
donde para cada valor de m, ∂ǫ(x)
∂[x]m
es un vector columna cuyo i-e´simo elemento esta´ dado por
[
∂ǫ(x)
∂ [x]m
]
i
=


[u]m−[si]m
‖si−u‖
si m = 1, 2, 3
1 si m = 4 y ρi corresponde al sistema α
1 si m = 5 y ρi corresponde al sistema β
1 si m = 6 y ρi corresponde al sistema γ
0 caso contrario
(6.161)
donde [u]m y [si]m denotan la m-e´sima componente del vector posicio´n-sesgo de usuario y la
m-e´sima componente del vector posicio´n del i-e´simo sate´lite, respectivamente.
Si bien este es el me´todo nume´rico ma´s simple (solamente requiere la evaluacio´n del
gradiente), presenta una muy baja tasa de convergencia, como puede observarse en las figuras
6.9 y 6.10.
Una forma de obtener una mejor tasa de convergencia es mediante los denominados
me´todos de Quasi-Newton, los cuales al igual que el de steepest descent requieren solamente
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Figura 6.9: Error en las iteraciones de la solucio´n con dos sistemas (GPS y GLONASS) en ausencia
de ruido, con los tres me´todos propuestos.
la evaluacio´n del gradiente en cada paso de iteracio´n. Mediante el ana´lisis de los cambios en
el gradiente, construyen un modelo de la funcio´n objetivo que logra convergencia superlineal.
El me´todo implementado es el denominado Quasi-Newton SR1 con un enfoque Trust-Region,
y la utilizacio´n del denominado Dogleg Path para la resolucio´n del subproblema (Nocedal y
Wright, 2006).
Una tercer alternativa consiste en linealizar el problema en torno a la iteracio´n anterior,
y actualizar la iteracio´n mediante la resolucio´n de dicho problema lineal
x(k+1) = xk +
(
H′kC
−1
ρ
Hk
)−1
H′kC
−1
ρ
ǫ(x(k)) (6.162)
donde
Hk =
∂
(‖si − u(k)‖+ qi)
∂x
∣∣∣∣∣
x=x(k)
. (6.163)
Puede verse que los elementos de la i-e´sima fila y la m-e´sima columna de esta matriz
resultan similares a los de la expresio´n (6.161). Este me´todo se conoce como mı´nimos
cuadrados iterados (Bar-Shalom et al., 2004).
En las figuras 6.9 y 6.10 se muestran los errores observados en cada iteracio´n para los tres
me´todos descriptos, en caso de utilizar dos y tres sistemas, respectivamente. En ambos casos,
se tomo´ un instante particular y se consideraron mediciones sin ruido. Puede observarse la
diferencia entre la tasa de convergencia de los distintos algoritmos.
Finalmente, en las figuras 6.11 y 6.12 se muestran los errores en la solucio´n de posicio´n con
dos y tres sistemas, respectivamente, al refinar la solucio´n mediante alguno de los me´todos
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Figura 6.10: Error en las iteraciones de la solucio´n con tres sistemas (GPS, GLONASS y Galileo)
en ausencia de ruido, con los tres me´todos propuestos.
iterativos descriptos. En ambos casos se han utilizado mediciones sin ruido, y puede observarse
que el error obtenido, debido a consideraciones nume´ricas, resulta despreciable en te´rminos
pra´cticos. En el caso de la solucio´n con dos sistemas se ha tomado el caso particular de
los sistemas GPS y GLONASS. Resultados similares se obtienen en caso de considerar otro
subconjunto de dos sistemas: GPS y Galileo, o GLONASS y Galileo.
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Figura 6.11: Error en la solucio´n con dos sistemas (GPS y GLONASS en este caso) en ausencia de
ruido, al incluir dos inco´gnitas de sesgo.
n
0 200 400 600 800 1000
×10−7
-1
-0.5
0
0.5
1
GPS GLO GAL, err pos [m]
n
0 200 400 600 800 1000
×10−11
-1
-0.5
0
0.5
1
GPS GLO GAL, err vel [m/s]
n
0 200 400 600 800 1000
×10−7
-1
-0.5
0
0.5
1
GPS GLO GAL, err bias [m]
n
0 200 400 600 800 1000
×10−11
-1
-0.5
0
0.5
1
GPS GLO GAL, err drift [m/s]
Figura 6.12: Error en la solucio´n con tres sistemas (GPS, GLONASS y Galileo) en ausencia de
ruido, al incluir tres inco´gnitas de sesgo.
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6.10. Solucio´n Puntual de Velocidad
Partimos de la ecuacio´n que relaciona la medicio´n de delta-rango con las velocidades de
sate´lite y usuario, la l´ınea vista entre ambos y la deriva de reloj
ρ˙i = e
′
i(s˙i − u˙) + d (6.164)
que se puede reescribir como
e′is˙i − ρ˙i =
[
e′i −1
] [ u˙
d
]
. (6.165)
Si contamos con N mediciones de delta-rango, se pueden definir los vectores
x˙ =
[
u˙
d
]
(6.166)
y =


e′1s˙1 − ρ˙1
e′2s˙2 − ρ˙2
. . .
e′N s˙N − ρ˙N

 (6.167)
y la matriz
H =


e′1 −1
e′2 −1
. . .
e′3 −1

 (6.168)
con lo cual el problema en forma vectorial resulta
y = H x˙ (6.169)
cuya solucio´n esta´ dada por
x˙ =
(
H′ H
)−1
H′ y. (6.170)
En general, las mediciones se encontrara´n afectadas por ruido, que modelaremos como
AWGN. En este caso, la solucio´n de mı´nimo error cuadra´tico (Bar-Shalom et al., 2004) esta´
dada por
x˙ =
(
H′ C−1
ρ˙
H
)−1
H′ C−1
ρ˙
y (6.171)
donde Cρ˙ es la matriz de covarianza del ruido que afecta a las mediciones.
Es necesario remarcar que para obtener la solucio´n de velocidad se requiere, para el
armado de los vectores ei, contar previamente con una solucio´n de posicio´n de usuario, que
se obtiene como se describe en la seccio´n 6.8.
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En caso de contar con mediciones de ma´s de un sistema GNSS, en la suposicio´n de que
el receptor opera con un u´nico reloj de referencia, la deriva sera´ la misma para todas las
mediciones, con lo cual las inco´gnitas del problema siguen siendo 4 (a diferencia del caso de
solucio´n de posicio´n y sesgo, donde se agrega una inco´gnita por cada nuevo sistema). Bajo
esta suposicio´n, el problema de solucio´n de velocidad conjunta con ma´s de un sistema GNSS,
una vez que se tiene la solucio´n de posicio´n (ver seccio´n 6.9), es similar al caso de un u´nico
sistema.
6.11. Dilucio´n de la Precisio´n (DOP)
En la seccio´n 6.3 se analizan los diferentes factores que introducen errores en las
mediciones. El efecto residual de todas las fuentes de error, una vez que se hayan corregido
y/o mitigado los factores admisibles, puede ser considerado como una incertidumbre en la
medicio´n resultante. De hecho, en caso en que la u´nica fuente de error sea el ruido te´rmico,
el efecto del mismo sera´ sumar una variable aleatoria con una determinada varianza en la
medicio´n correspondiente.
En que´ medida estos errores se traducen en error en la solucio´n de navegacio´n dependera´
de la configuracio´n geome´trica del problema, de que´ tan “bien condicionado” este´ dicho
problema. Intuitivamente, si se tiene una determinada incertidumbre o precisio´n en cada una
de las mediciones de pseudo-rango, una configuracio´n de sate´lites demasiado concentrados
dara´ lugar a una mayor “zona de incertidumbre” en las componentes de la solucio´n de
posicio´n que corresponden al plano perpendicular a la direccio´n usuario-sate´lites. Por otra
parte, una configuracio´n de sate´lites ubicados sobre un mismo plano, dara´ lugar a una mayor
“zona de incertidumbre” en las componentes de la solucio´n de posicio´n ubicadas en la recta
perpendicular a dicho plano, que contiene la ubicacio´n del usuario.
Este efecto de la geometr´ıa del problema es lo que se conoce como dilucio´n de la precisio´n
(DOP, acro´nimo de Dilution Of Precision). Si se considera que las mediciones de pseudo-
rango presentan un error ∆ρ, y que la solucio´n de posicio´n-tiempo presenta un error ∆x, y se
linealiza el problema en torno a la solucio´n de posicio´n-tiempo, con un procedimiento similar
al utilizado en 6.9.3, se puede plantear (Kaplan y Hegarty, 2005)
∆ρ = H∆x (6.172)
∆x = H#∆ρ (6.173)
H# =
(
H′ H
)−1
H′ (6.174)
de donde puede obtenerse que la matriz de covarianza del error en la solucio´n, C∆u esta´ dada
por
C∆u =H
#CρH
#′. (6.175)
Si se asume que los efectos que afectan a cada una de las mediciones son no-
correlacionados, y con igual desviacio´n esta´ndar σρ, la matriz de covarianza resulta
Cρ = I σ
2
ρ. (6.176)
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En este caso, la matriz de covarianza del error en la solucio´n resulta
C∆u =
(
H′ H
)−1
σ2ρ (6.177)
C∆u = Dσ
2
ρ (6.178)
D ,
(
H′ H
)−1
σ2ρ (6.179)
y a la matriz D se la conoce como matriz de DOP, ya que traduce los efectos del error en las
mediciones en error en la solucio´n de posicio´n-tiempo.
En te´rminos de esta matriz, se definen el GDOP, o DOP geome´trico; PDOP, o DOP de
posicio´n, HDOP, o DOP horizontal; VDOP, o DOP vertical; y TDOP, o DOP temporal
GDOP =
√
D11 +D22 +D33 +D44 (6.180)
PDOP =
√
D11 +D22 +D33 (6.181)
HDOP =
√
D11 +D22 (6.182)
VDOP =
√
D33 (6.183)
TDOP =
√
D44
c
. (6.184)
En caso que (6.176) no se verifique, la matriz de covarianza del error en la solucio´n puede
obtenerse (aproximarse) mediante la ecuacio´n (6.175). En el caso multiconstelacio´n puede
realizarse un planteo similar, incorporando las inco´gnitas de sesgo de cada sistema en el
vector ∆x.
6.12. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se presentaron diferentes aspectos relacionados con la implementacio´n
pra´ctica de receptores GNSS como la demodulacio´n del mensaje de navegacio´n, el armado de
las mediciones, la correccio´n o mitigacio´n de los diferentes factores de error en las mismas, y
el ca´lculo de los estados de los sate´lites de la constelacio´n.
Tambie´n se expusieron los me´todos utilizados para la obtencio´n de la solucio´n puntual
de posicio´n y velocidad, tanto en el caso de utilizar un u´nico sistema GNSS como en el caso
multi-constelacio´n. Esta solucio´n puntual sera´ de utilidad como insumo para los esquemas
de filtrado, o bien como estimado inicial (EKF), o bien como medicio´n propiamente dicha
(PKF); adema´s de servir como referencia contra la cual comparar la solucio´n obtenida en el
filtrado.
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Cap´ıtulo 7
Aplicacio´n a un Sate´lite de O´rbita Baja
En este cap´ıtulo nos abocaremos al estudio de una aplicacio´n particular de navegacio´n
de veh´ıculos aeroespaciales: un sate´lite de o´rbita baja o sate´lite LEO. En particular, nos
remitiremos al sate´lite argentino SAC-D (Sate´lite de Aplicaciones Cient´ıficas D), con una
o´rbita heliosincro´nica de 657 km.
La misio´n SAC-D/Aquarius se encuadro´ en un programa de cooperacio´n entre la Comisio´n
Nacional de Actividades Espaciales (CONAE), el Centro Goddard y el Jet Propulsion
Laboratory (JPL), estos dos u´ltimos ambos de la NASA. Su objetivo cient´ıfico estuvo
orientado a obtener nueva informacio´n clima´tica a partir de las mediciones de salinidad y
una nueva visio´n de la circulacio´n y procesos de mezcla en el oce´ano, as´ı como detectar
focos de alta temperatura en la superficie terrestre para la obtencio´n de mapas de riesgo de
incendios y humedad del suelo para dar alertas tempranas de inundaciones (CONAE, 2016a).
Este sate´lite fue puesto en o´rbita el 10 de Junio de 2011 y concluyo´ su servicio operativo
el 8 de Junio de 2015. Como parte de sus instrumentos llevo´ el denominado Paquete
de Demostracio´n Tecnolo´gica o TDP (acro´nimo de Technological Demonstration Package),
compuesto por dos instrumentos: un giro´scopo de fibra o´ptica desarrollado en el Centro de
Investigaciones O´pticas (CIOp) y un receptor de GPS desarrollado en la UNLP, en particular
en el Laboratorio de Electro´nica Industrial Control e Instrumentacio´n (LEICI) de la Facultad
de Ingenier´ıa. De ahora en adelante nos referiremos a este receptor de GPS como RGPS. Los
detalles de hardware y software del disen˜o se presentan en Lo´pez La Valle et al. (2009) y Cogo
et al. (2009), respectivamente. En la seccio´n 7.1 se realiza una descripcio´n somera basada en
estas referencias y en Garc´ıa et al. (2011).
Luego de la puesta en o´rbita se observo´ que el RGPS respond´ıa correctamente a los
comandos de encendido transmitidos desde tierra. Si bien demoraba un tiempo considerable,
se observo´ que era capaz de realizar la adquisicio´n de al menos cuatro sate´lites y de obtener
la solucio´n de navegacio´n con una calidad dentro de los ma´rgenes previstos. Debido a que el
veh´ıculo (SAC-D) se desplaza a velocidades del orden de 8 km/s, se tiene una gran variabilidad
de los sate´lites en vista. A diferencia de lo que ocurre en un receptor de aplicaciones en
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tierra, donde cada sate´lite puede permanecer en vista durante horas, en el RGPS los sate´lites
permanecen en vista durante unos pocos minutos. Esto produce que luego de un determinado
tiempo el RGPS comience a “perder” los sate´lites que ten´ıa en seguimiento. Si en ese
tiempo no logra adquirir nuevos sate´lites, eventualmente deja de poder obtener solucio´n
de navegacio´n. En esta condicio´n, se observo´ que el RGPS dejaba de operar, debiendo ser
reinicializado, tras lo cual la situacio´n se repet´ıa, indicando la existencia de un bug de software
que no hab´ıa sido detectado en el desarrollo, ensayos y validacio´n en tierra (Cogo et al., 2013a).
Debe tenerse en cuenta que este receptor se trata de un disen˜o realizado a principios
del an˜o 2009; y que su entrega fue requerida para la realizacio´n de los ensayos y su
integracio´n con otros sistemas del sate´lite a comienzos del an˜o 2010. En vista del corto
tiempo disponible se privilegio´ el empleo de un disen˜o temprano, relativamente simple pero
que hab´ıa sido ma´s probado que otras versiones ma´s avanzadas. Cabe remarcar tambie´n
que en ese momento au´n no se contaba con un simulador adecuado para efectuar pruebas
exhaustivas. Adema´s, los restrictivos tiempos de desarrollo impidieron que se implementara
la capacidad de reprogramacio´n en en vuelo del RGPS, con lo cual el mencionado bug resulto´
insalvable.
No obstante, resulta interesante el ana´lisis de la operacio´n de este instrumento por dos
razones principales: se trata de un instrumento ı´ntegramente disen˜ado en el grupo de trabajo,
y que se encontro´ operando en o´rbita en un sate´lite argentino, y el ana´lisis de su operacio´n
ha dejado muchas ensen˜anzas para los disen˜os futuros. Adema´s, sienta las bases de posibles
mejoras en los algoritmos de navegacio´n que sera´n analizados en el cap´ıtulo siguiente.
7.1. Descripcio´n del RGPS
7.1.1. Hardware
El RGPS, desde el punto de vista del hardware puede considerarse formado ba´sicamente
por dos etapas: la etapa de procesamiento analo´gico o etapa de RF y la etapa de procesamiento
digital. En la primer etapa se realiza la amplificacio´n, conversio´n y digitalizacio´n de las sen˜ales
de GPS que se reciben en la antena; las sen˜ales involucradas en esta etapa son ba´sicamente
de naturaleza analo´gica. En la segunda etapa se lleva a cabo la adquisicio´n y seguimiento
de la sen˜al, el armado de las mediciones, la obtencio´n de la solucio´n de posicio´n y velocidad
y el manejo de las comunicaciones; las sen˜ales involucradas en esta etapa son de naturaleza
digital.
En la figura 7.1 se muestra un diagrama en bloques de la etapa de RF, que consta de los
siguientes componentes:
• Amplificador de bajo ruido (LNA): Esta´ formado esencialmente por el transistor
de radiofrecuencia BFP405 y sus respectivas redes de adaptacio´n de entrada y de salida.
De acuerdo con las simulaciones realizadas del disen˜o, el LNA proporciona una ganancia
de alrededor de 18 dB con una figura de ruido de aproximadamente 2 dB.
• Filtro Pasabanda: Se empleo´ un filtro para GPS tipo diele´ctrico con una frecuencia
central de 1575,42 MHz y un ancho de banda suficiente para dejar pasar la sen˜al civil en
banda L1. Este filtro introduce unas pe´rdidas de insercio´n de aproximadamente 3 dB.
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Figura 7.1: Etapa de RF.
• Conversor de Frecuencia: Se empleo´ el circuito integrado GRF/LXi de SiRF
Technology Inc (SiRF, 1999a); que integra una etapa amplificadora de bajo ruido, un
mezclador con rechazo de frecuencia imagen, un sintetizador de lazo de enganche de
fase (PLL), una etapa de frecuencia intermedia (FI) con control automa´tico de ganancia
(AGC) y conversor analo´gico/digital de 2 bits.
• Oscilador Compensado en Temperatura (TCXO): La estabilidad del oscilador
de referencia resulta fundamental para obtener un buen desempen˜o del receptor. En
este caso se utilizo´ un un oscilador compensado en temperatura con una estabilidad de
2 ppm.
• Filtro de Lazo: El filtro de lazo complementa el PLL integrado en el conversor de
frecuencia. Se implemento´ un filtro de dos polos, obteniendo un ancho de banda de lazo
de aproximadamente 500 kHz.
Procesador Digital
de Señales
SRAM FLASH EEPROM
RTC
MC68340
Conversor
Microprocesador
RS422/TTL
GSP/LX
Bus de direcciones
Bus de datos
UART
Figura 7.2: Etapa de procesamiento digital.
Por su parte, en la figura 7.2 se muestra un diagrama en bloques de la etapa de
procesamiento digital, que consta de los siguientes componentes:
• Procesador Digital de Sen˜ales: Se utilizo´ el circuito integrado GSP/LX de SiRF
Technology Inc (SiRF, 1999b) el cual resuelve por hardware las operaciones ma´s
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Figura 7.3: Modelo de ingenier´ıa del RGPS (ambas caras).
demandantes del procesamiento digital del receptor. Ma´s espec´ıficamente, posee una
arquitectura de los denominados correladores que permiten calcular la correlacio´n de la
sen˜al de GPS con re´plicas locales de los co´digos Gold correspondientes a los sate´lites
de GPS que se desea recibir.
• Reloj de Tiempo Real (RTC): Provee una base de tiempos para la operacio´n de la
etapa de procesamiento digital.
• Microprocesador: Se utilizo´ el procesador MC68340 de 32 bits de la familia M68000
del fabricante Motorola (Motorola, 1994), en el cual se realiza el resto del procesamiento
necesario para la obtencio´n de la solucio´n de navegacio´n, adema´s de la administracio´n
y coordinacio´n de la operacio´n de los dema´s bloques. Todas estas tareas son realizadas
por el software asociado que se describira´ a continuacio´n.
• Memorias: Se utilizaron memorias tipo FLASH EEPROM para el almacenamiento del
software del receptor y memorias tipo SRAM para el almacenamiento de las variables
y la pila que requiere la operacio´n de dicho software.
• Conversor RS-422/TTL: El receptor se conecta al exterior mediante una interfaz
UART provista por el mencionado microprocesador MC68340. Se incorpora este bloque
a los efectos de adaptar los niveles TTL de dicho procesador con los niveles utilizados
por la norma RS-422.
En la figura 7.3 se muestran fotograf´ıas de ambas caras del modelo de ingenier´ıa del
RGPS construido. En la figura 7.4a se muestra una fotograf´ıa del modelo de vuelo del RGPS
montado sobre el marco o frame que lo soporta; mientras que en la figura 7.4b se muestra
una fotograf´ıa del instrumento TDP (conteniendo el mencionado frame) durante los ensayos
de termovac´ıo previos a su integracio´n al sate´lite.
7.1.2. Software
El software del RGPS implementa todas las tareas relacionadas al procesamiento en banda
base de un receptor de comunicaciones digitales: sincronizacio´n a varios niveles, demodulacio´n,
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(a) RGPS (b) TDP
Figura 7.4: RGPS y TDP.
decodificacio´n, etc.; de manera simulta´nea para cada uno de los sate´lites del sistema GPS
que utiliza en cada instante. Adema´s, realiza las mediciones necesarias de cada uno de estos
sate´lites y con ellas efectu´a el ca´lculo de posicio´n, velocidad y tiempo. A este conjunto
de tareas esenciales se agregan otras accesorias, pero imprescindibles, como: atencio´n de
la interfaz de usuario, almacenamiento de datos en memoria, control de estados del receptor,
validacio´n de las mediciones, eleccio´n de los sate´lites a recibir, ca´lculo de posicio´n y velocidad
de los sate´lites del sistema GPS utilizados en la solucio´n de navegacio´n, entre otras. Estas
tareas, en su mayor´ıa, se describen en el cap´ıtulo 6.
Esta enorme cantidad de tareas, con distintas prioridades y velocidades de ejecucio´n, se
realiza en tiempo real utilizando un solo microprocesador que opera a 25 MHz, con lo cual
el desarrollo de un software de estas caracter´ısticas requiere de una programacio´n eficiente
de los distintos algoritmos seleccionados y una adecuada planificacio´n de tareas capaz de
administrar debidamente los recursos limitados de co´mputo.
El proceso de recepcio´n de la sen˜al GPS consta de dos etapas fundamentales: adquisicio´n
y seguimiento. Durante la primera se realiza la bu´squeda (“ciega” o asistida con algu´n
conocimiento previo) de las sen˜ales de los sate´lites visibles para el receptor; adquirir la
sen˜al consiste en determinar la frecuencia de portadora y el retardo de co´digo de la sen˜al
recibida desde un sate´lite de GPS. Una vez determinados estos para´metros, el receptor puede
comenzar la etapa de seguimiento, durante la que se recupera la sen˜al de datos enviados por
el sate´lite y se obtienen las mediciones de pseudo-rango y delta-rango, a la vez que se ajustan
las estimaciones realizadas siguiendo las variaciones de frecuencia portadora y retardo de la
funcio´n de co´digo de la sen˜al recibida (Cogo et al., 2009).
Adquisicio´n de la Sen˜al de un Sate´lite
Para determinar la frecuencia de portadora y el retardo de co´digo de la sen˜al del sate´lite
es necesario ensayar todas las combinaciones posibles de valores de ambos, al menos dentro
de una grilla discreta. Para cada valor candidato de frecuencia portadora se ensayan todos
los valores de retardo de co´digo posibles y se mide la potencia de sen˜al obtenida para esa
combinacio´n. Mediante un test estad´ıstico se decide posteriormente la presencia o ausencia
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de sen˜al a partir de las mediciones realizadas intentando minimizar la probabilidad de falsa
alarma y maximizar la probabilidad de deteccio´n (Cogo et al., 2009).
Debido a que se utiliza un tiempo de coherencia de 1 ms en las correlaciones, el paso
de bu´squeda en frecuencia se fija en 750 Hz, algo menor que el ancho del lo´bulo central de
la funcio´n de ambigu¨edad (1 kHz). Por su parte, debido a que el ancho de la funcio´n de
correlacio´n del co´digo Gold es de 1 chip, se utiliza como paso de bu´squeda del retardo medio
chip (Cogo et al., 2009).
El proceso de bu´squeda puede ser “fr´ıo” o “caliente”, dependiendo de la cantidad de
informacio´n con que disponga el receptor a la hora de intentar adquirir la sen˜al de GPS. Si
la informacio´n es suficiente para determinar los sate´lites visibles, la distancia al usuario y la
frecuencia de portadora aproximada de cada uno de ellos, se realiza un arranque “caliente”
que explota todos estos datos para acotar los rangos de bu´squeda en frecuencia y retardo y
as´ı acelerar la obtencio´n de la primera estimacio´n de posicio´n. Si en cambio estos datos faltan
o no son fiables, se realiza una bu´squeda “fr´ıa”, tambie´n denominada “ciega” (Cogo et al.,
2009).
La etapa de adquisicio´n se divide en dos subetapas con el fin de minimizar el tiempo
que toma calcular la primera estimacio´n de la posicio´n del usuario. En un primer momento
se utilizan la totalidad de los correladores disponibles (240) (SiRF, 1999b) para lograr la
adquisicio´n de un u´nico sate´lite, lo que permite recorrer la grilla en un menor tiempo. Una
vez adquirido el primer sate´lite, el software paraleliza el proceso de bu´squeda de otras sen˜ales
separando los 240 correladores en 12 grupos de 20 correladores cada uno (denominados
canales) y asigna la bu´squeda de un sate´lite a cada grupo. De esa forma el proceso de bu´squeda
es ma´s lento para cada sate´lite, pero se realiza de forma simulta´nea para varios de ellos (Cogo
et al., 2009). La razo´n de ser de esta estrategia es que, al sincronizarse con el primer sate´lite,
el receptor puede obtener informacio´n respecto a cua´les de los otros sate´lites esta´n visibles y
acotar la incertidumbre en sus para´metros. A la primera subetapa la llamaremos adquisicio´n
inicial, y a la segunda adquisicio´n secundaria1. Ambas subetapas de adquisicio´n son capaces
de funcionar en condiciones de alta variacio´n del corrimiento de frecuencia por efecto Doppler
presentes en un sate´lite LEO (Garc´ıa et al., 2011).
En la etapa de adquisicio´n inicial, en un primer momento se utilizan tiempos de integracio´n
no coherentes de 2 ms para la bu´squeda, es decir, sumando dos correlaciones de 1 ms.
Solamente si no se detecta ningu´n sate´lite de esta forma (supuestamente porque la potencia
de los mismos es muy de´bil), se incrementa el tiempo de integracio´n no coherente a 6 ms para
aumentar la sensibilidad a costa de incrementar tambie´n el tiempo que toma el proceso de
bu´squeda (Cogo et al., 2009).
Si el software recorre todo el plano sin encontrar una coordenada donde se verifique la
presencia de la sen˜al deseada, se elige otro sate´lite y se repite el proceso de bu´squeda. Si
por el contrario se determina la existencia de sen˜al, se cambia el modo de funcionamiento
del software separando los 240 correladores en 12 canales y asignando el primer canal al
seguimiento del sate´lite recientemente encontrado, mientras los 11 restantes comienzan la
bu´squeda de otras sen˜ales con el algoritmo de adquisicio´n secundaria. Este u´ltimo emplea
siempre un tiempo de integracio´n no coherente de 6 ms (Cogo et al., 2009). La estrategia de
bu´squeda es similar a la que en la literatura se conoce como me´todo Tong (Kaplan y Hegarty,
1En Cogo et al. (2009) se refiere a este proceso como readquisicio´n, aqu´ı decidimos cambiar a adquisicio´n
secundaria por considerar que es una denominacio´n ma´s precisa.
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Figura 7.5: Diagrama en bloques del lazo de seguimiento de fase.
2005), y se describe en mayor detalle en Cogo et al. (2009).
Seguimiento de la Sen˜al de un Sate´lite
Una vez adquirido un sate´lite, los algoritmos de adquisicio´n (en cualquiera de sus
variantes) ceden el procesamiento a los algoritmos de seguimiento de fase de portadora y de
co´digo. En este receptor el lazo de fase implementado posee una estructura de PLL de tercer
orden y utiliza un discriminador de fase no ambiguo asistido en frecuencia, que ampl´ıa el rango
de discernimiento del error de fase con respecto a los discriminadores usuales (Roncagliolo y
Garc´ıa, 2007). Los lazos de fase y co´digo se iteran cada 10 ms; y el primero posee un ancho de
banda equivalente de ruido de 37,5Hz, resultando en un buen compromiso entre varianza en
la estimacio´n de la fase y velocidad de respuesta a la dina´mica presente en la sen˜al recibida.
En la figura 7.5 se muestra un diagrama del lazo disen˜ado e implementado. Los dos
retardos presentes en el modelo corresponden al tiempo necesario para realizar la correlacio´n
y para realimentar las estimaciones del lazo al hardware que realiza las correlaciones. La
operacio´n mo´dulo-π ([·]π), similar a la funcio´n parte entera pero con saltos cada π, muestra
la naturaleza ambigua del discriminador de fase. A continuacio´n el algoritmo UFA corrige
el valor discriminado generando valores no ambiguos basado en la suposicio´n de error de
frecuencia acotado a ±1/4T , con T = 10ms (tiempo de integracio´n). Los valores de los
coeficientes del filtro de lazo p1, p2 y p3 se obtienen de acuerdo al me´todo de disen˜o
completamente digital presentado en Roncagliolo y Garc´ıa (2007). Dado que la dina´mica
del co´digo y de la fase es la misma, el lazo de co´digo es un simple lazo de primer orden
asistido por la estimacio´n obtenida con el lazo de portadora (Kaplan y Hegarty, 2005).
Con la estimacio´n de retardo de co´digo y frecuencia de portadora realizada por los lazos
de seguimiento y la informacio´n demodulada de la sen˜al de cada sate´lite, el receptor forma
las mediciones de pseudo-rango y delta-rango; de una forma similar a la descripta en 6.2. A
partir de un conjunto de 4 o ma´s sate´lites de los cuales se disponga de estas mediciones, la
tarea de navegacio´n puede calcular la posicio´n y velocidad del receptor.
Navegacio´n
Las rutinas de navegacio´n son las encargadas de obtener la solucio´n de posicio´n y velocidad
de usuario a partir de las mediciones de pseudo-rango y de delta-rango provistas por cada uno
de los canales del RGPS. Para este receptor se implemento´ un Filtro de Kalman Extendido
(EKF, ver cap´ıtulo 5), tomando como variables de estado las tres coordenadas de posicio´n y
las tres coordenadas de velocidad en el marco ECEF, y adoptando como modelo en variables
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de estado el simple modelo cinema´tico descripto en el cap´ıtulo 4. Adema´s, como se analiza en
el cap´ıtulo 2, dado que el reloj del receptor no esta´ perfectamente sincronizado con el tiempo
GPS, aparecen dos inco´gnitas adicionales en la solucio´n de navegacio´n que corresponden al
sesgo y a la deriva del reloj local, que se incorporan como variables de estado. Con estas
consideraciones, el modelo de tiempo discreto que representa el estado del usuario resulta
xk+1 = Fk · xk +Gk ·wk (7.1)
xk =
[
bk b˙k xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
(7.2)
Fk =


[
1 0
0 T
]
02×3 02×3
03×2 I3×3 T · I3×3
03×2 03×3 I3×3

 (7.3)
Gk =


T 2
2 01×3
T 01×3
03×1
T 2
2 · I3×3
03×1 T · I3×3

 (7.4)
wk =
[
wb,k wx,k wy,k wz,k
]′
(7.5)
donde xk es el vector de estado correspondiente al instante k, Fk es la matriz de sistema, Gk
es la matriz de acoplamiento de la perturbacio´n, y wk es la perturbacio´n, cuyos elementos
wb,k, wx,k, wy,k y wz,k modelan las aceleraciones promedio en el intervalo de muestreo en el
sesgo de reloj local y en las tres coordenadas x, y y z, respectivamente.
Como se describe en el cap´ıtulo 2 las mediciones de pseudo-rango y de delta-rango se
encuentran relacionadas de forma no lineal con el estado
zk = h(xk, k) + vk (7.6)
donde zk es el vector de mediciones correspondientes al instante k, h es la funcio´n no lineal
correspondiente y vk modela el ruido de medicio´n. Para la implementacio´n del EKF se define
Hk =
∂h(xk, k)
∂x
∣∣∣∣
x=xˆ−
k
(7.7)
donde xˆ−k es el estimado del vector de estado en el instante k utilizando mediciones hasta el
instante k − 1
Modelaremos la matriz wk como ruido blanco Gaussiano, independiente en cada
componente, con matriz de covarianza2
E{wkw′i} = δκ(k − i) ·Qk (7.8)
donde Qk es la matriz de covarianza correspondiente al instante k, y resulta diagonal debido
a la suposicio´n de perturbaciones independientes. Para nuestra implementacio´n, las entradas
de esta matriz se fijaron en un valor tal que logra un buen compromiso entre el filtrado de
la solucio´n y la capacidad de seguimiento de la dina´mica propia de un sate´lite. El ajuste se
verifico´ mediante simulacio´n.
2δκ(k − i) es la funcio´n delta de Kronecker
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Por su parte, el ruido asociado a las mediciones, conocido como ruido de observacio´n, se
modela con matriz de covarianza
E{vkv′i} = δκ(k − i) ·Rk (7.9)
donde Rk es la matriz de covarianza en el instante k. Suponiendo que el ruido que afecta a
un dado canal es independiente del que afecta a los dema´s y que el ruido que afecta a las
mediciones de pseudo-rango de un dado canal es independiente del que afecta a las mediciones
de delta-rango del mismo canal 3, la matriz Rk resulta diagonal. En este caso de mediciones
independientes se utilizo´ la implementacio´n del filtro de Kalman de Bierman-Thornton, que
es una de las ma´s estables nume´ricamente (Grewal y Andrews, 2001). Para la inicializacio´n
del EKF se implemento´ el algoritmo de Bancroft descripto en el cap´ıtulo 6.
7.2. Operacio´n en O´rbita del RGPS
7.2.1. Informacio´n Provista por el RGPS
La informacio´n provista por el RGPS se extrae de las tramas de datos de telemetr´ıa
del sate´lite. Dentro de la misma existen campos que corresponden a lo que denominaremos
Informacio´n de Navegacio´n y campos que corresponden a Informacio´n de Canales, detallados
en la tabla 7.1.
En todos los casos, la separacio´n entre los instantes k es de aproximadamente 1 segundo,
segu´n la base de tiempos del RGPS. Los datos analizados corresponden al RGPS operando
en o´rbita y fueron provistos por el Centro Espacial Teo´filo Tabanera (CETT).
7.2.2. Elementos Adicionales Utilizados para el Ana´lisis/Contraste
Para´metros TLE
Los para´metros orbitales conocidos como TLE (Two Line Elements) permiten obtener la
posicio´n del sate´lite SAC-D en diversos instantes en los cuales se cuenta con datos de intere´s.
Si bien la precisio´n en la posicio´n que aportan estos para´metros no es alta, es suficiente para
el ana´lisis que se pretende. Se debe tener en cuenta que los instantes de intere´s se encuentran
etiquetados en el sistema de tiempo GPS, mientras que los para´metros TLE se presentan
referidos a tiempo UTC, por lo cual se debe realizar la conversio´n de un sistema de referencia
temporal al otro. Adema´s, la solucio´n obtenida en la computacio´n en base a para´metros TLE
se realiza en un marco de referencia inercial, mientras que el marco de referencia espacial
utilizado para presentar los datos del RGPS es el sistema ECEF. Por tanto, se debe realizar
la transformacio´n de coordenadas desde este sistema inercial al sistema ECEF, tal como se
describe en el cap´ıtulo 3.
3Si bien las mediciones de pseudo-rango y delta-rango no son independientes, pueden considerarse as´ı con
buena aproximacio´n.
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Campo Descripcio´n
k Instante de toma de datos
W [k] Semana GPS
TOW [k] Tiempo relativo a la semana GPS
x[k], y[k], z[k] Coordenadas de posicio´n
x˙[k], y˙[k], z˙[k] Coordenadas de velocidad
NSV [k] Cantidad de SVs en la solucio´n
j Canal al que corresponden los datos
SV ID[j][k] Identificador del sate´lite
state[j][k] Estado de seguimiento
CN0[j][k] Relacio´n portadora a ruido
TT [j][k] Tiempo de transmisio´n
CD[j][k] Doppler de Portadora
Tabla 7.1: Informacio´n de Navegacio´n y Canales.
Almanaques de GPS
Para parte del ana´lisis resulta de intere´s contar tambie´n con una estimacio´n, no
necesariamente demasiado precisa de la posicio´n de los sate´lites de GPS en funcio´n del
tiempo. En el RGPS, esta informacio´n se obtiene a partir de las efeme´rides de los sate´lites
de GPS, transmitida por e´stos en el mensaje de navegacio´n (ver cap´ıtulo 6). En nuestro caso
utilizaremos los para´metros orbitales contenidos en lo que se conoce como informacio´n de
almanaque de la constelacio´n del sistema GPS, que difieren de las efeme´rides en determinados
para´metros de correccio´n, y en la tasa con la cual esta informacio´n es actualizada (1 d´ıa para el
caso del almanaque, algunas horas para el caso de las efeme´rides). Los almanaques se obtienen
en CelesTrak (1990-2016), y se selecciona el conjunto que corresponde a los instantes en los
que se cuenta con datos a analizar.
Sate´lites en Vista
En base a la estimacio´n de la posicio´n del usuario dada por los TLE y de los sate´lites de
GPS dada por los almanaques, se puede estimar el a´ngulo con el cual se recibe la sen˜al de
estos u´ltimos en funcio´n del tiempo. Dada la gran distancia existente entre los sate´lites de
GPS y el usuario, la estimacio´n de este a´ngulo no resulta afectada por pequen˜os errores en
la estimacio´n de posicio´n.
En el a´ngulo de arribo de la sen˜al interviene la orientacio´n de la antena receptora. Por
simplicidad, se asume que la normal de la antena se encuentra paralela al vector que apunta
del centro de la tierra a la posicio´n del usuario. Esto es equivalente a considerar que el
plano de la antena es aproximadamente tangente a la trayectoria del mo´vil. A falta de mayor
informacio´n esta simplificacio´n resulta razonable.
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En base al a´ngulo de arribo de la sen˜al se pueden determinar los sate´lites que deber´ıa
tener en vista el RGPS en cada instante. Para la obtencio´n de esta informacio´n se utilizan
datos totalmente independientes de la informacio´n provista por el RGPS, consistente en los
mencionados TLE y la informacio´n de almanaques.
Solucio´n del GPS de Plataforma
Para la comparacio´n de la solucio´n de navegacio´n obtenida por el RGPS se requiere una
mejor estimacio´n de la posicio´n que la provista por los TLE. Para ello se utiliza la solucio´n
de navegacio´n obtenida por el receptor de GPS de plataforma del SAC-D, que forma parte
de la informacio´n de telemetr´ıa.
7.2.3. Operacio´n de las Etapas de Adquisicio´n y Seguimiento de Sen˜al
Tal como se describe en la seccio´n 7.1.2, el proceso de recepcio´n de la sen˜al GPS consta de
dos etapas fundamentales: adquisicio´n y seguimiento. La primera consiste en determinar la
frecuencia de portadora y el retardo de co´digo de la sen˜al recibida desde un sate´lite de GPS
para lo cual es necesario ensayar todas las combinaciones posibles de valores de ambos dentro
de una grilla discreta, y mediante un test estad´ıstico decidir la presencia o ausencia de sen˜al.
Una vez determinados estos para´metros, el receptor puede comenzar la etapa de seguimiento,
durante la cual se recupera la sen˜al de datos enviados por el sate´lite y se obtienen las
mediciones de pseudo-rango y delta-rango a la vez que se ajustan las estimaciones realizadas
siguiendo las variaciones de frecuencia de portadora y de retardo de la funcio´n de co´digo de
la sen˜al recibida.
En la figura 7.6 se muestran los sate´lites asignados por canal en funcio´n del tiempo para
un intervalo de operacio´n en o´rbita del RGPS. El eje de las abscisas indica el tiempo relativo
a un determinado valor de la marca de tiempos que rotula los datos, denominada OBT (On
Board Time); mientras que el eje de las ordenadas indica un nu´mero de sate´lite particular
(de 1 a 32).
Las l´ıneas de trazo fino en tonos de gris/negro indican la visibilidad esperada de un
determinado sate´lite en funcio´n del tiempo. Las l´ıneas en negro se utilizan para indicar que la
visibilidad se produce con una elevacio´n mayor a 30◦ mientras que las l´ıneas en gris indican
que esta visibilidad se produce con una elevacio´n entre 0◦ y 30◦. Estas gra´ficas se obtienen a
partir de la informacio´n de TLEs y de los almanaques de la constelacio´n GPS.
Las l´ıneas de trazo grueso en cian indican que un determinado sate´lite se encuentra
asignado para adquisicio´n en un determinado canal del RGPS. Las l´ıneas en trazo grueso
en rojo indican que se realizo´ la primer etapa de adquisicio´n de la sen˜al de GPS, las l´ıneas
en azul indican que se realizo´ la adquisicio´n y sincronizacio´n de esta sen˜al, y las l´ıneas en
verde que se logro´ demodular la informacio´n de efeme´rides a partir del mensaje de navegacio´n
modulado en esta sen˜al (y que, obviamente, se mantiene el sincronismo de la sen˜al). Por su
parte, la l´ınea negra vertical a trazos indica el instante a partir del cual se cuenta con solucio´n
de navegacio´n. Estas gra´ficas se obtienen a partir de la informacio´n transmitida por el RGPS
operando en o´rbita.
Puede observarse que en los primeros instantes se realiza la bu´squeda de un primer
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Figura 7.6: Visibilidad de sate´lites en funcio´n del tiempo, con elevacio´n mayor a 30◦ (—), y con
elevacio´n entre 0 y 30◦ (—); sate´lites asignados a un canal para, bu´squeda (•) ,adquirido (•),
sincronizado (•) y con efeme´rides decodificadas (•).
sate´lite probando de a uno por vez. Para ello, como se describe previamente se utiliza la
totalidad de los correladores disponibles (240), cambiando de sate´lite cada 3 ∼ 4 segundos
(correspondiendo a integraciones no coherentes de 2 ms). Esto se puede observar en el
intervalo de aproximadamente 0 a 100 segundos en la figura 7.6. Dado que no se logra la
adquisicio´n de ningu´n sate´lite en esta etapa se pasa a una etapa de bu´squeda con correlaciones
ma´s largas, cambiando de sate´lite cada 9 ∼ 10 segundos (correspondiendo a integraciones no
coherentes de 6 ms). Esto se observa en el intervalo de aproximadamente 100 a 260 segundos.
Una vez que se logra la adquisicio´n de un sate´lite (el 7, en la figura 7.6), el RGPS pasa
a operar con cada uno de sus 12 canales de correlacio´n de manera independiente. En esta
etapa se realiza la bu´squeda en paralelo de otros posibles sate´lites. Se observa tambie´n que
el intervalo dedicado a la bu´squeda se prolonga, dado que se cuenta con menos correladores
por cada canal (20, en este caso).
Luego de la adquisicio´n, se produce la sincronizacio´n completa de la sen˜al y la
demodulacio´n de efeme´rides del sate´lite adquirido. En instantes siguientes se lleva a cabo
la adquisicio´n, sincronizacio´n y demodulacio´n de efeme´rides para un segundo sate´lite (el 8,
en la figura 7.6).
La deteccio´n de un tercer y cuarto sate´lite es un proceso que demora ma´s tiempo. Se
puede ver que el sate´lite 26 es detectado en el segundo intento, mientras que el sate´lite 28 es
detectado luego de dos intentos fallidos. Se puede observar tambie´n la deteccio´n de un quinto
sate´lite (el 5), luego de un primer intento fallido. La deteccio´n de un sate´lite es un proceso
estad´ıstico, en el cual existe siempre la posibilidad de no detectarlo, que depende entre otros
factores, de la relacio´n sen˜al a ruido. As´ı, la no deteccio´n de un sate´lite, en algu´n intento, no
indica un comportamiento ano´malo del RGPS. Se puede ver que estas no-detecciones tienen
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lugar para otros sate´lites en diferentes instantes.
Luego del ca´lculo de posicio´n, si el RGPS cuenta a bordo con un almanaque relativamente
actual (esto implica que logra demodular el almanaque a partir del mensaje transmitido
por los sate´lites de GPS, ya que el que posee almacenado en memoria desde la u´ltima
reprogramacio´n del RGPS cuenta con una antigu¨edad de entre 1 y 2 an˜os, resultando
obsoleto), puede estimar cua´les son los sate´lites que deber´ıan estar visibles en su ubicacio´n,
y priorizar la bu´squeda de e´stos. Se estima que esto no sucedio´ en este caso, ya que los
sate´lites asignados no se corresponden con los sate´lites en vista. Este hecho, sumado a la
“baja visibilidad” analizada en la seccio´n 7.2.4, hace ma´s laboriosa la deteccio´n de nuevos
sate´lites; mientras que debido a la dina´mica del veh´ıculo, los sate´lites adquiridos comienzan
a quedar fuera de visibilidad, y van siendo perdidos en un lapso relativamente corto.
En la figura 7.7, correspondiente a otro intervalo de operacio´n en o´rbita, se observa que
luego de la adquisicio´n de un primer sate´lite, el RGPS pasa a operar con sus canales de
manera independiente. Sin embargo, no se logra la sincronizacio´n de la sen˜al de este sate´lite.
Nuevamente, esto no debe interpretarse como un mal funcionamiento del RGPS, ya que puede
deberse a que la deteccio´n se produjo por una “falsa alarma”, o bien que la potencia de la
sen˜al recibida no fue suficiente para superar la etapa de sincronismo. Luego, el RGPS es capaz
de detectar, y demodular la sen˜al de otros sate´lites con el mismo desempen˜o que el analizado
previamente. En la figura 7.8 se puede apreciar que sucede esto mismo, pero en un segundo
intento, la sen˜al del sate´lite 25 es detectada con e´xito.
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Figura 7.7: Visibilidad de sate´lites en funcio´n del tiempo, con elevacio´n mayor a 30◦ (—), y con
elevacio´n entre 0 y 30◦ (—); sate´lites asignados a un canal para, bu´squeda (—), adquirido (—),
sincronizado(—) y con efeme´rides decodificadas (—).
Se puede observar que si bien las rutinas de adquisicio´n operan de manera adecuada,
se requiere demasiado tiempo para lograr la adquisicio´n de al menos 4 sate´lites, el mı´nimo
necesario para la obtencio´n de la solucio´n de navegacio´n. En base a las gra´ficas de visibilidad
estimada de los sate´lites, puede analizarse que los sate´lites que han podido ser detectados,
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Figura 7.8: Visibilidad de sate´lites en funcio´n del tiempo, con elevacio´n mayor a 30◦ (—), y con
elevacio´n entre 0 y 30◦ (—); sate´lites asignados a un canal para, bu´squeda (—), adquirido (—),
sincronizado(—) y con efeme´rides decodificadas (—).
han sido aquellos que eran vistos con una elevacio´n mayor a 30◦. Tambie´n se puede observar
que en general la desincronizacio´n y el posterior desenganche de los sate´lites (paso de verde
a rojo, y luego a cian o´ no asignado) ocurre cuando la elevacio´n disminuye por debajo de los
30◦. Un comportamiento similar se observa en el ana´lisis de la operacio´n para otros ciclos de
encendido.
7.2.4. Potencia de Sen˜al en Funcio´n de la Elevacio´n
Para tratar de explicar el comportamiento descripto en la seccio´n previa, analizamos la
dependencia entre la relacio´n de potencia de portadora a potencia de ruido (C/N0) con la
que se recibe la sen˜al de cada sate´lite4 , y la elevacio´n estimada de dicho sate´lite. A estos
efectos, en la figura 7.9 se presenta el valor medio y el intervalo ±1σ de los valores de C/N0
observados por el RGPS en funcio´n de la elevacio´n. Para presentar estos datos, se discretiza
el intervalo de elevacio´n cada 2,5◦, y los puntos mostrados corresponden al centro de cada
intervalo. Para la confeccio´n de esta gra´fica se utilizo´ toda la informacio´n disponible de los
ciclos de encendido del RGPS operando en o´rbita.
Para complementar esta gra´fica, en la figura 7.10 se presenta el porcentaje de las muestras
analizadas que corresponden a cada intervalo de C/N0. Se puede observar aqu´ı que para
grandes elevaciones (cercanas a 90◦) se tienen pocas muestras, dado que esta situacio´n es
muy poco probable debido a la geometr´ıa de la ubicacio´n de los sate´lites de GPS y el usuario
(esta caracter´ıstica tambie´n se observa en un receptor de GPS ubicado en tierra).
4En rigor, esto se trata de una estimacio´n de la relacio´n potencia de portadora a ruido que realiza el mismo
RGPS.
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Figura 7.9: Media (∗) e intervalo ±1σ (+) de la relacio´n de potencia de portadora a ruido (C/N0)
en funcio´n de la elevacio´n.
Por otra parte, para elevaciones bajas, se cuenta con muy poca cantidad de muestras.
Por ejemplo, para elevaciones menores a 25◦ se tiene menos del 0,5% de los datos, y para
elevaciones menores a 30◦ se tiene cerca del 5% de los datos. Esto se atribuye a que para
elevaciones demasiado bajas el patro´n de irradiacio´n de la antena utilizada presenta una gran
atenuacio´n, lo que provoca que la sen˜al se reciba con potencia demasiado baja como para
que el RGPS sea capaz de adquirir y/o mantener el enganche de la misma. En los valores
centrales, donde la cantidad de muestras es ma´s cercana a uniforme se puede apreciar esta
fuerte dependencia del C/N0 con la elevacio´n.
Se observa tambie´n que mientras en un receptor de aplicacio´n en tierra los valores ma´ximos
de C/N0 obtenibles son del orden de 45 dB, aqu´ı se obtiene un ma´ximo del orden de 38 dB.
Esto se debe a que el RGPS presenta una sensibilidad disminuida por disen˜o debido a que
la antena utilizada es pasiva y se ha colocado un filtro de radiofrecuencia para evitar que
los pulsos de alta potencia del instrumento Aquarius ocasionasen dan˜os en el propio RGPS
(Lo´pez La Valle et al., 2009).
La dispersio´n de los valores mostrados puede deberse a la aproximacio´n realizada para
estimar el a´ngulo de elevacio´n, y tambie´n a la dependencia del patro´n de irradiacio´n de la
antena con respecto al azimut (no necesariamente tiene simetr´ıa axial perfecta).
Dado que el proceso de deteccio´n no posee las mismas caracter´ısticas que el posterior
seguimiento de sen˜al por parte de los lazos de tracking, soportando en general estos u´ltimos
una relacio´n C/N0 menor, resulta de utilidad adema´s, analizar con que´ relacio´n C/N0 se
logra efectivamente la deteccio´n de la sen˜al. En la figura 7.11 se presentan los porcentajes
de muestras que han podido ser detectadas en funcio´n de la relacio´n C/N0. Se observa que
para valores de C/N0 menores a 30 dB no es posible realizar la deteccio´n. Por su parte, el
bajo porcentaje asignado para valores grandes se debe a dos factores: en primer lugar, del
ana´lisis previo se desprende que estos valores son poco probables; en segundo lugar, un valor
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Figura 7.10: Porcentaje de muestras analizadas en funcio´n de la elevacio´n.
de C/N0 alto se da temporalmente luego de un valor ma´s pequen˜o (la elevacio´n con que se
recibe la sen˜al es creciente y luego decreciente en el tiempo), con lo cual es probable que la
deteccio´n haya tenido lugar en un instante previo, con un valor de C/N0 menor (Cogo et al.,
2013a).
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Figura 7.11: Porcentaje de muestras detectadas, sobre el total de detectadas, en funcio´n del C/N0.
De lo anterior pueden obtenerse dos conclusiones interesantes. En primer lugar, resulta
muy poco probable realizar la adquisicio´n de la sen˜al de un sate´lite cuya elevacio´n sea menor
a 30◦. En segundo lugar, resulta muy poco probable mantener el seguimiento de sen˜al de un
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sate´lite cuya elevacio´n sea menor a 20◦. Esto reduce notablemente la visibilidad efectiva de
sate´lites con la que tiene que lidiar el RGPS. Para completar el ana´lisis previo y en l´ınea con
estas conclusiones, en la figura 7.12 se presenta la evolucio´n temporal de la relacio´n C/N0
para los sate´lites que se encontraron en seguimiento en un determinado intervalo de operacio´n
del RGPS.
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Figura 7.12: Relacio´n C/N0 en funcio´n del tiempo.
7.2.5. Solucio´n de Navegacio´n
Para analizar el comportamiento de la etapa de navegacio´n, se contrastan las soluciones
de posicio´n y velocidad obtenidas por el RGPS con las soluciones obtenidas por el GPS
de plataforma del SAC-D. Para ello, debe considerarse que, en primer lugar, las soluciones
del GPS de plataforma con las que se cuenta esta´n muestreadas a un per´ıodo de 8 segundos,
mientras que las soluciones del RGPS lo esta´n cada 1 segundo. En segundo lugar, las soluciones
no corresponden necesariamente a los mismos instantes.
Para llevar a cabo la comparacio´n, se interpolan las soluciones del GPS de plataforma en
los instantes en los cuales se cuenta con solucio´n de RGPS. Dado que los puntos utilizados para
la interpolacio´n esta´n sujetos al error de estimacio´n del instrumento, los puntos interpolados
quedara´n afectados por este error ma´s el error propio de la interpolacio´n. Adema´s, esta
comparacio´n se basa en el hecho de que se conoce con buena exactitud los instantes a
los cuales corresponden cada una de las mediciones. Estos instantes son estimados por los
propios instrumentos, lo que introduce una fuente de error adicional, aunque aparentemente
despreciable.
Con lo dicho, se debe considerar que la comparacio´n efectuada sirve a los efectos de un
ana´lisis cualitativo del comportamiento, ma´s que para establecer una me´trica de desempen˜o,
ya que se esta´n comparando dos estimados entre s´ı, sujetos cada uno a sus propios errores.
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Figura 7.13: Comparacio´n entre la solucio´n de posicio´n del RGPS y la del GPS de plataforma
(interpolacio´n). Coordenadas ECEF x (—), y (—), z (—).
En las figuras 7.13 y 7.14 se muestra el resultado de esta comparacio´n para un determinado
intervalo de operacio´n del RGPS. En los primeros instantes se observa una gran discrepancia
en las soluciones, mientras se alcanza la convergencia del EKF del RGPS. Luego, la
discrepancia se encuentra dentro de los cientos de metros (en el caso de posicio´n) y de las
decenas de metros por segundo (en el caso de la solucio´n de velocidad).
Resulta interesante analizar, que tal como se muestra en la figura 7.15, en estos instantes
se cuenta con tan so´lo cuatro sate´lites para el ca´lculo de navegacio´n, es decir, la cantidad
mı´nima necesaria para obtener una solucio´n puntual. En el final del intervalo, se comienzan
a perder sate´lites, con lo cual se incrementa la discrepancia entre las estimaciones. Esto es,
con un nu´mero menor de sate´lites, se puede mantener la operacio´n del filtro de navegacio´n,
pero inevitablemente la varianza del error de la estimacio´n obtenida resulta incrementada.
Esta discrepancia se acentu´a hacia el final del intervalo, en el cual se cuenta con tan so´lo 2
sate´lites para navegacio´n. Luego de transcurrido un lapso en el cual la solucio´n se obtiene por
extrapolacio´n, el RGPS estima que el error obtenido es inaceptable, por lo cual opta por no
continuar la propagacio´n. En este caso la diferencia observada se debe a la evolucio´n propia
de la solucio´n del GPS de plataforma. Esto se visualiza como un quiebre en la comparacio´n
de la solucio´n de posicio´n y como un salto en la comparacio´n de la solucio´n de velocidad.
En la figura 7.16 se presentan las soluciones de posicio´n obtenidas en los diferentes
intervalos de operacio´n, convertidas a latitud y longitud, comparadas con la solucio´n del
GPS de plataforma.
7.2. OPERACIO´N EN O´RBITA DEL RGPS 153
0 50 100 150 200 250 300 350
−6000
−4000
−2000
0
2000
4000
tiempo [s]
D
ife
re
nc
ia
 [m
/s]
Diferencia de la solución de velocidad desde OBT = 999251870
50 100 150 200 250
−30
−20
−10
0
Ampliación
tiempo [s]
D
ife
re
nc
ia
 [m
/s]
Figura 7.14: Comparacio´n entre la solucio´n de velocidad del RGPS y la del GPS de plataforma
(interpolacio´n). Coordenadas ECEF x (—), y (—), z (—).
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Figura 7.15: Cantidad de sate´lites utilizados en la navegacio´n.
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Figura 7.16: Soluciones de posicio´n obtenidas por el RGPS con cuatro o ma´s sate´lites (◦), con
entre 1 y 3 sate´lites (◦), y con 0 sate´lites (◦), comparadas con la solucio´n del GPS de plataforma.
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7.2.6. Conclusiones del Ana´lisis
Del ana´lisis de los datos se puede concluir que la etapa de adquisicio´n/seguimiento
presenta un comportamiento adecuado, es decir de acuerdo a lo esperado, considerando la
baja potencia de sen˜al (en rigor, de relacio´n C/N0) con que cuenta el RGPS.
Una conjetura adicional es que la obsolescencia del almanaque con que se cuenta por
defecto impide que la bu´squeda de sate´lites se oriente a los que realmente estar´ıan en vista en
la posicio´n de usuario. Para la decodificacio´n completa de un nuevo almanaque se requiere la
correcta recepcio´n del mensaje de navegacio´n, es decir, contar con sate´lites en vista durante
un intervalo prolongado de tiempo.
A partir del ana´lisis de los datos de C/N0 versus elevacio´n se puede concluir que para
elevaciones inferiores a los 30◦ es muy poco probable la adquisicio´n de un sate´lite, siendo
el seguimiento capaz de llevarse a cabo con elevaciones de hasta 20◦. Esto se debe al efecto
conjunto del patro´n de irradiacio´n de la antena utilizada y a la reduccio´n de sensibilidad del
RGPS debida a la incorporacio´n de un filtro antes de la primer etapa de amplificacio´n de
RF, para proteccio´n contra los pulsos de alta potencia del instrumento Aquarius. En esta
situacio´n, resulta muy poco factible que en la navegacio´n se cuente con ma´s de cuatro, o
cinco sate´lites disponibles. Se observa que, pese a esto, las rutinas de navegacio´n presentan
un comportamiento adecuado, en comparacio´n con la solucio´n obtenida por el GPS de
plataforma.
Luego de un lapso en operacio´n nominal, y por las circunstancias ya descriptas, puede
explicarse que el RGPS comience a perder sate´lites en vista. En este caso, el RGPS obtiene
su solucio´n de navegacio´n en base a propagacio´n de estados, incorporando las mediciones con
las que cuenta. Esta operacio´n se lleva a cabo hasta que la varianza del error de estimacio´n
supera un dado umbral. De aqu´ı en adelante el RGPS toma la decisio´n de no continuar esta
propagacio´n en los instantes futuros.
Es este u´ltimo modo de operacio´n en el cual, luego de transcurrido un intervalo, el RGPS
deja de funcionar de manera nominal y debe ser re-encendido para que vuelva a quedar en
un modo operativo. Es de destacar que esta falla se encuentra potenciada por las condiciones
enumeradas previamente, que hacen que la pe´rdida de sate´lites sea habitual, la adquisicio´n
de nuevos sate´lites dificultosa, y que tengan lugar los eventos luego de los cuales se llega
al punto de falla. Es decir, en condiciones menos desfavorables ser´ıa muy poco frecuente su
ocurrencia. Finalmente, se destaca que este ana´lisis ha permitido detectar y corregir varios
defectos (bugs) en el software.
7.3. Posprocesamiento
En base a la informacio´n de las mediciones de tiempo de transmisio´n y de doppler
de portadora disponibles durante la operacio´n (ver tabla 7.1) es posible obtener mediante
posprocesamiento, la solucio´n de navegacio´n del RGPS. Para esto, se requiere contar con las
efeme´rides transmitidas por el sistema en los instantes correspondientes, las cuales se pueden
obtener por ejemplo en NAIC (2004-2016). En base a esta informacio´n, y utilizando los
algoritmos descriptos en el cap´ıtulo 6, se obtienen los estados de los sate´lites, y las mediciones
de pseudo-rango y delta-rango con sus correspondientes correcciones.
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Figura 7.17: Error en la solucio´n de posicio´n obtenida a bordo (OB) y mediante
post-procesamiento (PP).
En las figuras 7.17 y 7.18 se presentan los resultados de error en la solucio´n puntual de
posicio´n y velocidad (obtenidas con los algoritmos descriptos en el cap´ıtulo 6), comparados
con los errores en las soluciones obtenidas a bordo en los mismos instantes. Se puede observar
que dado que en el posprocesamiento se cuenta con la informacio´n de efeme´rides, la solucio´n de
navegacio´n puede obtenerse en todos los instantes en los que se tienen suficientes mediciones.
Puede observarse adema´s, que el error obtenido en el posprocesamiento es inferior al
obtenido a bordo del sate´lite. En base a este ana´lisis se logro´ detectar un error en el
armado de las mediciones de delta-rango llevadas a cabo a bordo, lo que podr´ıa explicar
estas discrepancias. Ba´sicamente, en la operacio´n a bordo estas mediciones se generaban en
base a la variacio´n de lo que se denomina fase de portadora integrada (Parkinson y Spilker,
1996b), mediciones que presentan una varianza de ruido menor, pero que introducen errores
en condiciones de alta dina´mica5; en lugar de utilizar la desviacio´n doppler instanta´nea.
A los efectos de complementar el ana´lisis, en la figura 7.19, se presentan las estimaciones
de relacio´n sen˜al a ruido observadas en las mediciones utilizadas.
5Esto puede interpretarse como una promediacio´n de las mediciones de doppler en el intervalo entre
mediciones ≈ 1 s.
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Figura 7.18: Error en la solucio´n de velocidad obtenida a bordo (OB) y mediante
post-procesamiento (PP).
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Figura 7.19: Relacio´n sen˜al a ruido en las mediciones utilizadas.
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7.4. A Modo de Conclusio´n
En este cap´ıtulo se presenta tanto el disen˜o del hardware y el software, como los resultados
de operacio´n en o´rbita de un receptor de GPS (referido como RGPS) integrado a bordo
del sate´lite argentino SAC-D. Adema´s, se presentan los resultados obtenidos mediante el
procesamiento de las mediciones recabadas a bordo por el RGPS.
El ana´lisis de estos resultados permitio´ identificar fallas que no hab´ıan podido ser
detectadas en las etapas de disen˜o y ensayo6 previas a la puesta en o´rbita, permitiendo
la correccio´n de los errores de implementacio´n con vistas a futuros desarrollos.
6Cabe remarcar estas etapas fueron realizadas en tiempo relativamente acotado, y sin disponer de los
instrumentos de validacio´n acordes, como un simulador de sen˜ales GNSS
Cap´ıtulo 8
Comparacio´n de Modelos y Estrategias de
Filtrado
En este cap´ıtulo analizaremos comparativamente diferentes estrategias de filtrado
utilizadas para la navegacio´n de veh´ıculos aeroespaciales con sen˜ales GNSS. Si bien tomaremos
como caso de estudio el de un sate´lite LEO, los resultados pueden extenderse, con las
consideraciones necesarias (cambio en las magnitudes de las perturbaciones a la o´rbita,
visibilidad de sen˜ales GNSS) a la generalidad de los sate´lites. Por otra parte, los modelos
cinema´ticos pueden extender su aplicacio´n a cualquier veh´ıculo considerado.
Dado que el problema general contiene mu´ltiples variables entre las que podemos
mencionar la visibilidad de sen˜ales GNSS (influida por la geometr´ıa y por el patro´n de
irradiacio´n de la antena receptora), el modelo dina´mico utilizado en el filtrado y la estrategia
de filtrado adoptada, con sus correspondientes variables a ajustar; el ana´lisis presenta casi
infinitos casos que deber´ıan ser considerados.
A los efectos de recortar estos infinitos casos, dividiremos el ana´lisis en tres etapas.
En un primer lugar, considerando una situacio´n “ideal” de recepcio´n de sen˜ales GNSS,
compararemos el desempen˜o de una estrategia de filtrado que utiliza Filtro de Kalman
Extendido (EKF), tomando cuatro modelos diferentes para el filtrado: dos modelos
cinema´ticos y dos modelos dina´micos. En cada uno de estos casos, analizaremos el desempen˜o
que se obtiene con diferentes “sinton´ıas” del filtro. Consideraremos tanto los casos que utilizan
un u´nico sistema GNSS (GPS o´ GLONASS) como el caso de utilizacio´n conjunta (GPS y
GLONASS).
En segundo lugar, compararemos el desempen˜o del EKF con el que se obtendr´ıa con
otras estrategias de filtrado alternativas. La comparacio´n de las estrategias de filtrado en
situaciones que se aparten de la ideal, como las perturbaciones por fuerzas de thrust o la baja
visibilidad de sate´lites (incluso la pe´rdida momenta´nea de varios de ellos) sera´ analizada en
el cap´ıtulo 9.
Como ejemplo de aplicacio´n se analiza el caso de utilizar las estrategias de navegacio´n
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propuestas para procesar los datos provistos por un receptor de GPS operando a bordo del
sate´lite argentino SAC-D.
8.1. Escenario de Simulacio´n “Ideal”
Definir un escenario de simulacio´n consiste en generar los estados de posicio´n y
velocidad (y posiblemente tambie´n aceleracio´n) que tendr´ıa nuestro veh´ıculo de intere´s en
un determinado intervalo; y en base a estos estados y a una descripcio´n de las constelaciones
GNSS sintetizar las mediciones GNSS con las que contar´ıa dicho veh´ıculo en cada punto de
su trayectoria. Estas mediciones se procesan con los diferentes me´todos de filtrado estad´ıstico
propuestos, obteniendo las estimaciones de los estados. De esta manera es posible comparar las
soluciones que obtiene cada me´todo de estimacio´n con las soluciones “verdaderas” y analizar
el desempen˜o de dicho me´todo.
As´ı, el primer paso consiste en generar los estados de posicio´n y velocidad de un sate´lite
LEO, con para´metros orbitales1 i = 98◦, e = 0, a = 7,028 × 106 m, generados a partir del
modelo con perturbaciones descripto en la seccio´n 4.5; sin considerar, en un primer momento,
las perturbaciones debidas a las fuerzas de thrust. Se toma un intervalo de simulacio´n igual
al per´ıodo orbital y un paso de muestreo de 1 segundo. Este intervalo se considera expresado
segu´n la escala UTC, y referido a un tiempo t0 inicial de referencia en dicha escala. Los
estados obtenidos se encuentran expresados en coordenadas ECEF.
El segundo paso consiste en obtener el estado de las constelaciones GNSS en el intervalo
de simulacio´n considerado. Para ello, se obtiene la representacio´n del intervalo en las escalas
de tiempo GPS y GLONASS, tal como se describe en la seccio´n 3.1. En base a la informacio´n
de almanaques correspondientes a los instantes considerados (disponibles en CelesTrak (1990-
2016), GLONASS (2005-2016)), se obtienen los estados de posicio´n de los sate´lites GPS y
GLONASS.
En base a estos estados se determina que´ sate´lites se encuentran visibles en cada punto de
la trayectoria del veh´ıculo. Consideraremos que la antena receptora se encuentra orientada
con su eje z paralelo al vector posicio´n del veh´ıculo, lo que resulta una buena aproximacio´n de
considerar que el plano xy de la antena se encuentra paralelo al plano tangente a la superficie
terrestre en dicho punto. Supondremos que la visibilidad se produce para aquellos sate´lites
cuya l´ınea de vista posea una elevacio´n mayor a 5◦, con respecto al plano de la antena.
Una aclaracio´n importante es que los estados de los sate´lites utilizados para determinar
la visibilidad corresponden al tiempo de recepcio´n de la sen˜al, y para la generacio´n de las
mediciones se requiere de los estados en los tiempos de transmisio´n, que como a su vez
dependen de los estados de los sate´lites deben resolverse de manera iterativa, tal como
veremos a continuacio´n. No obstante, para las consideraciones de visibilidad los cambios
son despreciables si se consideran los estados del sate´lite en los tiempos de recepcio´n en lugar
de en los tiempos de transmisio´n, y la utilizacio´n de los primeros simplifica la implementacio´n
(simplemente porque el proceso iterativo se realiza sobre un nu´mero menor de mediciones).
El paso siguiente consiste en sintetizar las mediciones de tiempo de transmisio´n o de
rango geome´trico para cada uno de los sate´lites en vista en cada instante. Dado que partimos
1Estos para´metros corresponden a la o´rbita sin perturbaciones.
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de considerar las posiciones de usuario en una serie de instantes, nos interesa conocer las
mediciones en dichos instantes. Estos instantes correspondera´n a lo que se conoce como
tiempo de recepcio´n de la sen˜al. El objetivo es entonces hallar los tiempos de transmisio´n de
cada una de las sen˜ales y la posicio´n de los sate´lites en dichos tiempos de transmisio´n. Tal
como se analiza en las secciones 2.7 y 6.2.4, para un determinado instante k y sate´lite i, estas
cantidades esta´n relacionadas por
(TR[k]− TTi[k]) c = ‖ri[k]‖ = ‖si(TTi[k])− u(TR[k])‖ (8.1)
de donde se desprende que no es posible despejar TTi[k] de manera directa, debiendo recurrirse
por ejemplo a una solucio´n iterativa de la ecuacio´n. En nuestro caso implementaremos la
siguiente
TT
(m+1)
i [k] = TT
(m)
i [k]−
[
‖si(TT (m)i [k]) − u(TR[k])‖
c
− (TR[k]− TT (m)i [k])
]
(8.2)
tomando como valor inicial TT
(0)
i [k] = TR[k] − 70 × 10−3, dado que 70 ms es un valor
aproximado al promedio de los tiempos de arribo de las sen˜ales. Este procedimiento se repite
para el conjunto de sate´lites i en vista, y para el conjunto de instantes k que dura la simulacio´n.
Una vez que se tienen los tiempos de transmisio´n (o los rangos geome´tricos asociados),
y las posiciones de los sate´lites, es posible obtener lo que ser´ıa la medicio´n de delta-rango; a
partir de las velocidades del usuario y de cada uno de los sate´lites
r˙i[k] = ei[k]
′(s˙i[k]− u˙[k]) (8.3)
donde
ei ,
ri
‖ri‖ . (8.4)
El siguiente paso consiste en modelar el efecto de la deriva y el sesgo del reloj local, y
el ruido te´rmico en las mediciones de pseudo-rango y de delta-rango. Para los primeros se
supone el siguiente modelo
b˙[k] = T
k∑
n=0
b¨[n] (8.5)
bi[k] = B + T
k∑
n=0
b˙[n] + di (8.6)
donde B ∼ U [−B0, B0], T es el intervalo entre muestras, y b¨[k] ∼ N (0, σb¨). En caso de
considerar ma´s de un sistema GNSS, con la suposicio´n de que el reloj local es el mismo para
ambos, el modelo de deriva se asume igual para ambos, mientras que para el sesgo se asume
una diferencia di, que se atribuye a las diferencias entre los marcos de referencia temporal de
ambos sistemas, que se modela constante en todo el intervalo de simulacio´n. El para´metro
di sera´ igual a cero para las mediciones de un sistema, e igual a una constante para las
mediciones del otro sistema GNSS (es decir, su valor depende de a que´ sistema corresponde
la i-e´sima medicio´n). En nuestro caso tomaremos σ
b¨
= 0,01, B0 = 400.
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Por su parte, el efecto del ruido te´rmico se modela mediante la adicio´n a las mediciones
de pseudo-rango y delta-rango, respectivamente, de las variables
νi[k] ∼ N (0, σ2ρ,i,k) (8.7)
υi[k] ∼ N (0, σ2ρ˙,i,k) (8.8)
siendo νi[k] y υi[k] independientes para todo i y para todo k, e independientes entre s´ı. Es
decir, se modelan como dos procesos AWGN independientes.
Con estas consideraciones, las mediciones sintetizadas de pseudo-rango y delta-rango
resultan
ρi[k] = ‖si(TTi[k])− u[k]‖+ b[k] + νi[k] (8.9)
ρ˙i[k] = ei[k]
′(s˙i[k]− u˙[k]) + b˙[k] + υi[k]. (8.10)
En una primera aproximacio´n, tomaremos σρ,i,k = 3 m, σρ˙,i,k = 0,3 m/s, es decir iguales
y constantes para todo i y para todo k.
No se consideran efectos adicionales de error sistema´tico en las mediciones. Por un
lado, en caso de considerarse deber´ıan modelarse tambie´n la aplicacio´n de las correcciones
correspondiente en el algoritmo de navegacio´n; y si estas correcciones son exactas, es decir
se toma el mismo modelo para la generacio´n de los errores que para las correcciones, se
cancelara´n completamente, con lo cual no tiene sentido considerarlas. Por otra parte, si se
toman modelos diferentes para la generacio´n y para la correccio´n de los errores sistema´ticos,
los mismos dara´n lugar a errores sistema´ticos en la solucio´n de navegacio´n, con lo cual se
dificulta la interpretacio´n y comparacio´n de los resultados.
8.2. Modelos Utilizados
Para la formulacio´n de los algoritmos de navegacio´n utilizaremos cuatro variantes del
vector de estados, y asociada a cada una de ellas una variante del vector de ruido de modelo.
La primer variante, utilizada cuando se implemente la navegacio´n con un u´nico sistema
GNSS, incluye dos estados para el sesgo y la deriva del reloj de usuario, tres estados para
las coordenadas de posicio´n y tres estados para las coordenadas de velocidad (estos u´ltimos
expresados en coordenadas ECEF)
xk =
[
bk b˙k xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
(8.11)
resultara´ adema´s de intere´s, a los efectos de simplificar la descripcio´n, particionar este vector
de la siguiente manera
xk =
[
xa
′
k | xb′k
]′
(8.12)
xak =
[
bk b˙k
]′
(8.13)
xbk =
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
. (8.14)
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Asociado a este vector de estado definimos el ruido de modelo, con componentes de
aceleracio´n de reloj y en cada una de las coordenadas de posicio´n, de la siguiente manera
wk =
[
b¨k x¨k y¨k z¨k
]′
. (8.15)
La segunda variante, utilizada cuando se implemente la navegacio´n con dos sistemas
GNSS, incluye un estado adicional para estimar la diferencia entre los marcos de referencia
temporal de ambos sistemas
xk =
[
bk b˙k dk xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
(8.16)
de igual manera, resultara´ de intere´s particionar este vector como
xk =
[
xa
′
k | xb′k
]′
(8.17)
xak =
[
bk b˙k dk
]′
(8.18)
xbk =
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k
]′
. (8.19)
Asociado a este vector de estado definimos el ruido de modelo, incorporando una
componente para la “aceleracio´n” de la diferencia entre los marcos de referencia, de la
siguiente manera
wk =
[
b¨k d¨k x¨k y¨k z¨k
]′
. (8.20)
La tercer variante, incorpora tres estados adicionales para las tres coordenadas de
aceleracio´n, tambie´n medida en el marco ECEF, y sera´ empleada en la navegacio´n con un
u´nico sistema GNSS
xk =
[
bk b˙k xk yk zk x˙k y˙k z˙k x¨k y¨k z¨k
]′
(8.21)
y tambie´n la representaremos mediante
xk =
[
xa
′
k | xb′k
]′
(8.22)
xak =
[
bk b˙k
]′
(8.23)
xbk =
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k x¨k y¨k z¨k
]′
. (8.24)
Asociado a este vector de estado definimos el ruido de modelo, con una componente de
aceleracio´n de reloj y componentes de jerk en cada una de las coordenadas de posicio´n, de la
siguiente manera
wk =
[
b¨k
...
x k
...
y k
...
z k
]′
. (8.25)
Finalmente, la cuarta variante, utilizada cuando se implemente la navegacio´n con dos
sistemas GNSS, incorpora por sobre la tercera un estado adicional para estimar la diferencia
entre los marcos de referencia temporal de ambos sistemas
xk =
[
bk b˙k dk xk yk zk x˙k y˙k z˙k x¨k y¨k z¨k
]′
(8.26)
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y tambie´n la representaremos mediante
xk =
[
xa
′
k | xb′k
]′
(8.27)
xak =
[
bk b˙k dk
]′
(8.28)
xbk =
[
xk yk zk x˙k y˙k z˙k x¨k y¨k z¨k
]′
. (8.29)
Asociado a este vector de estado definimos el ruido de modelo, incorporando una
componente para la “aceleracio´n” de la diferencia entre los marcos de referencia, de la
siguiente manera
wk =
[
b¨k d¨k
...
x k
...
y k
...
z k
]′
(8.30)
No se utilizara´ una notacio´n especial para identificar cada estado. Simplemente los
indicaremos como vector de estados de 8, 9, 11 y 12 componentes para hacer referencia a las
cuatro variantes expuestas, respectivamente. La utilizacio´n de uno u otro quedara´ expl´ıcita
de acuerdo al contexto.
8.2.1. Propagacio´n de los Estados de Sesgo y Deriva
En todos los casos que analizaremos consideraremos que la propagacio´n de los estados de
sesgo y deriva (y adicionalmente el estado de diferencia entre los relojes de dos sistemas),
descriptos por el vector xak esta´ dada por
xak+1 = Fak xak (8.31)
donde
Fak =
[
1 T
0 1
]
(8.32)
en el caso de considerar un u´nico sistema GNSS (xak tiene so´lo dos elementos), y mediante
Fak =


1 T 0
0 1 0
0 0 1

 (8.33)
para el caso de considerar dos sistemas GNSS (xak tiene tres elementos).
8.2.2. Propagacio´n de los Restantes Estados. Enfoque Cinema´tico.
En caso de adoptar el denominado enfoque cinema´tico, la propagacio´n de los restantes
estados corresponde a un sistema lineal invariante en el tiempo dada por
xk+1 = Fbkxk (8.34)
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donde Fbk esta´ dada por las ecuaciones (4.16) y (4.21), resultando
Fbk =
[
I3×3 T I3×3
03×3 I3×3
]
(8.35)
en caso de considerar tres estados de posicio´n y tres estados de velocidad en el vector de
estado, y
Fbk =


I3×3 T I3×3
T 2
2 I3×3
03×3 I3×3 T I3×3
03×3 03×3 I3×3

 (8.36)
en caso de considerar tres estados de posicio´n, tres estados de velocidad y tres estados de
aceleracio´n en el vector de estado.
Al modelo en el que la propagacio´n de los estados (de posicio´n y velocidad) se realice
mediante (8.35) lo denominaremos Cinema´tico I, mientras que al modelo en el que la
propagacio´n de estados (de posicio´n, velocidad y aceleracio´n) se realice mediante (8.36) lo
denominaremos Cinema´tico II.
8.2.3. Propagacio´n de los Restantes Estados. Enfoque Dina´mico.
En caso de utilizar el enfoque que denominaremos dina´mico, la propagacio´n de los
restantes estados esta´ dada por
xbk+1 = fb(xbk) (8.37)
donde fb(·) es una funcio´n no-lineal que relaciona el estado en el instante k+1 con el estado en
el instante k. Para obtener xbk+1 en funcio´n de xbk resolveremos las ecuaciones diferenciales
planteadas en la seccio´n 4.3 por el me´todo de Runge-Kutta de 4to orden. Consideraremos
dos casos de modelo dina´mico: el modelo orbital sin perturbaciones, y el modelo orbital que
incorpora el te´rmino correspondiente a J2 en las perturbaciones a causa de la distribucio´n no
uniforme de masa de la Tierra. A los modelos obtenidos en estos dos casos los denominaremos
Dina´mico I y Dina´mico II, respectivamente.
Adema´s, consideraremos dos casos adicionales similares a los anteriores pero incorporando
en cada caso tres estados adicionales para estimar la aceleracio´n no modelada en cada uno de
ellos, y considerando que la perturbacio´n esta´ dada por el jerk. Es decir, consideraremos
el modelo orbital sin perturbaciones, agregando tres estados para estimar la aceleracio´n
no modelada por e´ste; y el modelo orbital que incorpora el te´rmino correspondiente
a J2, agregando tres estados para estimar la aceleracio´n no modelada por e´ste. A los
modelos obtenidos en estos dos casos los denominaremos Dina´mico III y Dina´mico IV,
respectivamente.
Se debe tener en cuenta que estas u´ltimas dos variantes difieren del caso del modelo
Cinema´tico II, en el hecho de que las tres coordenadas de aceleracio´n se utilizan para estimar
la aceleracio´n no contemplada en el modelo dina´mico. Consecuentemente, la aceleracio´n as´ı
estimada se incorpora en la propagacio´n de estados por el me´todo de Runge-Kutta de 4to
orden.
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Para la formulacio´n del EKF se necesita adema´s contar con el modelo linealizado en torno
a la estimacio´n previa del estado, para lo cual se utiliza la ecuacio´n (4.65), con lo cual se
obtiene
Fbk =


1 + T
2
2 a1 0 0 T T
2Ω˙ie 0
0 1 + T
2
2 a2 0 −T 2Ω˙ie T 0
0 0 T
2
2 a3 0 0 T
Ta1 0 0 1 2T Ω˙ie 0
0 Ta2 0 −2T Ω˙ie 1 0
0 0 Ta3 0 0 1


(8.38)
donde
a1 = a2 =
(
Ω˙2ie −
µ
r3k
)
(8.39)
a3 = − µ
r3k
(8.40)
si se considera so´lo el modelo orbital sin perturbaciones (Dina´mico I), y
a1 = a2 = Ω˙
2
ie −
µ
r3k
− µR
2
eJ2
r7k
(r2k − 5z2k) (8.41)
a3 = − µ
r3k
− µR
2
eJ2
r7k
(3r2k − 5z2k) (8.42)
si se considera el modelo orbital que incorpora el te´rmino correspondiente a J2 en las
perturbaciones a causa de la distribucio´n no uniforme de masa de la Tierra (Dina´mico II).
En caso de incorporar tres estados para estimar la aceleracio´n no modelada, la matriz
Fbk resulta
Fbk =


1 + T
2
2 a1 0 0 T T
2Ω˙ie 0
T 2
2 0 0
0 1 + T
2
2 a2 0 −T 2Ω˙ie T 0 0 T
2
2 0
0 0 T
2
2 a3 0 0 T 0 0
T 2
2
Ta1 0 0 1 2T Ω˙ie 0 T 0 0
0 Ta2 0 −2T Ω˙ie 1 0 0 T 0
0 0 Ta3 0 0 1 0 0 T
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1


(8.43)
donde, al igual que para el modelo Dina´mico I
a1 = a2 =
(
Ω˙2ie −
µ
r3k
)
(8.44)
a3 = − µ
r3k
(8.45)
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si se considera so´lo el modelo orbital sin perturbaciones (Dina´mico III), y al igual que en el
modelo Dina´mico II
a1 = a2 = Ω˙
2
ie −
µ
r3k
− µR
2
eJ2
r7k
(r2k − 5z2k) (8.46)
a3 = − µ
r3k
− µR
2
eJ2
r7k
(3r2k − 5z2k) (8.47)
si se considera el modelo orbital que incorpora el te´rmino correspondiente a J2 en las
perturbaciones a causa de la distribucio´n no uniforme de masa de la Tierra (Dina´mico III).
Estas formulaciones son similares para el caso de utilizar uno o dos sistemas GNSS.
8.2.4. Vinculacio´n de las Perturbaciones
En todos los casos analizados supondremos que las perturbaciones se vinculan linealmente
con los estados mediante la matriz Gk, dada por
Gk =


[
T 2
2
T
]
02×3
06×1
[
T 2
2 I3×3
T I3×3
]

 (8.48)
en el caso de considerar el vector de estado de 8 estados,
Gk =




T 2
2 0
T 0
0 T
2
2

 03×3
06×2
[
T 2
2 I3×3
T I3×3
]


(8.49)
si se considera el vector de estado de 9 estados,
Gk =


[
T 2
2
T
]
02×3
09×1


T 3
6 I3×3
T 2
2 I3×3
T I3×3




(8.50)
en el caso de considerar el vector de estado de 11 estados, y por
Gk =




T 2
2 0
T 0
0 T
2
2

 03×3
09×2


T 3
6 I3×3
T 2
2 I3×3
T I3×3




(8.51)
si se considera el vector de estado de 12 estados.
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8.2.5. Matriz de Covarianza del Ruido de Modelo
El ruido de modelo representara´ la “aceleracio´n” de reloj as´ı como las aceleraciones (o
jerk) que se consideren perturbacio´n en cada uno de los modelos formulados.
Definimos la matriz de covarianza del ruido de modelo como
Qk =


σ2
b¨
0 0 0
0 σ2x¨ 0 0
0 0 σ2y¨ 0
0 0 0 σ2z¨

 (8.52)
en el caso de considerar el vector de estado de 8 estados,
Qk =


σ2
b¨
0 0 0 0
0 σ2
d¨
0 0 0
0 0 σ2x¨ 0 0
0 0 0 σ2y¨ 0
0 0 0 0 σ2z¨


(8.53)
si se considera el vector de estado de 9 estados,
Qk =


σ2
b¨
0 0 0
0 σ2...x 0 0
0 0 σ2...y 0
0 0 0 σ2...z

 (8.54)
en el caso de considerar el vector de estado de 11 estados, y por
Qk =


σ2
b¨
0 0 0 0
0 σ2
d¨
0 0 0
0 0 σ2...x 0 0
0 0 0 σ2...y 0
0 0 0 0 σ2...z


(8.55)
si se considera el vector de estado de 12 estados; donde en todos los casos asumimos que las
componentes son no-correlacionadas, e invariantes en el tiempo.
8.3. Comparacio´n de Modelos con EKF
Analizaremos el desempen˜o del esquema de filtrado con EKF, utilizando los diferentes
modelos expuestos previamente, considerando en cada caso tanto la utilizacio´n de un u´nico
sistema GNSS como la opcio´n multi-sistema. En la tabla 8.1, se describen las variantes a
analizar, detallando la dimensio´n del vector de estado, xk y del vector de perturbaciones, wk.
Para cada uno de estos modelos se realizan corridas de simulacio´n como las descriptas en
la seccio´n 8.1, tomando diferentes valores para la matriz Qk, definida en la seccio´n 8.2.5, con
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Modelos Sistema/s GNSS Dimensio´n xk Dimensio´n wk
Cinema´tico I
GPS 8 4
GLONASS 8 4
GPS/GLONASS 9 5
Cinema´tico II
GPS 11 4
GLONASS 11 4
GPS/GLONASS 12 5
Dina´mico I
GPS 8 4
GLONASS 8 4
GPS/GLONASS 9 5
Dina´mico II
GPS 8 4
GLONASS 8 4
GPS/GLONASS 9 5
Dina´mico III
GPS 11 4
GLONASS 11 4
GPS/GLONASS 12 5
Dina´mico IV
GPS 11 4
GLONASS 11 4
GPS/GLONASS 12 5
Tabla 8.1: Diferentes modelos a analizar.
las condiciones (cuando corresponda)
σx¨ = σy¨ = σz¨ (8.56)
σj , σ...x = σ...y = σ...z . (8.57)
Es decir, consideraremos igual desviacio´n esta´ndar en las aceleraciones en las tres dimensiones.
A la matriz de covarianza del ruido de mediciones, Rk, la modelaremos mediante
Rk =
[
σ2ρ INk×Nk 0Nk×Nk
0Nk×Nk σ
2
ρ˙ INk×Nk
]
(8.58)
donde Nk indica el nu´mero de mediciones de pseudo-rango y de delta-rango, en el instante
k, tanto si corresponden a dos o a un u´nico un mismo sistema GNSS. Es decir, se considera
que el ruido que afecta a las mediciones es independiente, y que todas las mediciones tienen
igual varianza. Para el ajuste del filtro se toman estos valores iguales a los configurados para
la generacio´n de las mediciones, es decir
σρ = 3 [m] (8.59)
σρ˙ = 0,3 [m/s]. (8.60)
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Para el ana´lisis de desempen˜o definimos el error de posicio´n-sesgo al instante k
ǫp[k] =
√
(xˆ[k]− x[k])2 + (yˆ[k]− y[k])2 + (zˆ[k]− z[k])2 + (bˆ[k]− b[k])2
4
(8.61)
y el error de velocidad-deriva al instante k
ǫv[k] =
√
(ˆ˙x[k]− x˙[k])2 + (ˆ˙y[k]− y˙[k])2 + (ˆ˙z[k]− z˙[k])2 + (ˆ˙b[k]− b˙[k])2
4
. (8.62)
Y consideramos como me´trica el error medio cuadra´tico, sobre K instantes
√
ǫ2p =
√√√√ 1
K
K−1∑
k=0
(ǫp[k])2 (8.63)
√
ǫ2v =
√√√√ 1
K
K−1∑
k=0
(ǫv[k])2. (8.64)
Definimos adema´s los residuos de pseudo-rango post-filtrado de la siguiente manera
ρ˘i[k] = ρˆ
+
i [k]− ρi[k] (8.65)
donde ρˆ+i [k] es la “medicio´n” de pseudo-rango que corresponder´ıa a la estimacio´n xˆ
+[k] (se
obtienen reemplazando esta estimacio´n en la ecuacio´n del pseudo-rango, (2.14)). De la misma
manera, definimos los residuos de delta-rango post-filtrado como
˘˙ρi[k] = ˆ˙ρ
+
i [k]− ρ˙i[k] (8.66)
donde ˆ˙ρ+i [k] es la “medicio´n” de delta-rango que corresponder´ıa a la estimacio´n xˆ
+[k] (se
obtienen reemplazando esta estimacio´n en la ecuacio´n del delta-rango, (2.25)).
Obtenemos una estimacio´n de la desviacio´n esta´ndar de estos residuos
σρ˘ =
√√√√ 1
K
K−1∑
k=0
1
Nk
∑
i
(
ρ˘i[k]− ρ˘
)2
(8.67)
σ ˘˙ρ =
√√√√ 1
K
K−1∑
k=0
1
Nk
∑
i
(
˘˙ρi[k]− ˘˙ρ
)2
(8.68)
donde
ρ˘ =
1
K
K−1∑
k=0
1
Nk
∑
i
ρ˘i[k] (8.69)
˘˙ρ =
1
K
K−1∑
k=0
1
Nk
∑
i
˘˙ρi[k] (8.70)
y en ambos casos la suma en i se realiza sobre todas las mediciones disponibles en el instante
k correspondiente.
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En las figuras 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, 8.5 y 8.6 se presentan los resultados de los errores medios
cuadra´ticos y los residuos de pseudo-rango y delta-rango para los distintos modelos utilizados;
en cada caso con diferentes valores de “sinton´ıa” del filtro, considerando so´lo mediciones del
sistema GPS. En cada caso se indica el punto correspondiente al valor o´ptimo, tanto en√
ǫ2p (error de posicio´n-sesgo) como en
√
ǫ2v (error de velocidad-deriva). Para complementar,
tambie´n se indica en la gra´fica de residuos el punto correspondiente a dicho o´ptimo. En las
tablas 8.2 y 8.3 se presentan estos valores o´ptimos.
Puede observarse que en caso de sintonizar el filtro en valores chicos de σ
b¨
o´ σx¨ (o´ σj), se
obtiene un mayor error. Esta sinton´ıa puede interpretarse como que se conf´ıa ma´s en el modelo
que en las mediciones; sin embargo, si el modelo no ajusta demasiado bien a la “realidad”2
confiar demasiado en el modelo da lugar a errores en la estimacio´n. Dicho de otra manera, el
estimador no puede seguir las variaciones del usuario, lo cual redunda en error de estimacio´n.
Por otra parte, en caso de sintonizar el filtro en valores grandes de σ
b¨
o´ σx¨ (o´ σj), tambie´n
se obtiene un mayor error. Esta sinton´ıa puede interpretarse como que se conf´ıa ma´s en las
mediciones que en el modelo; sin embargo, como las mediciones esta´n contaminadas por ruido
confiar demasiado en ellas conduce a no filtrar este ruido. Dicho de otra manera, el estimador
sigue las variaciones en las mediciones dadas por el ruido, lo cual tambie´n redunda en error
de estimacio´n.
Modelo O´ptimo σ
b¨
σx¨ (o´ σj)
√
ǫ2p σρ˘
Cin. I
Pos 1,00× 10−2 6,00 7,7087 × 10−1 2,9360
Vel 1,00× 10−2 6,00 7,7087 × 10−1 2,9360
Cin. II
Pos 1,00× 10−2 1,50× 10−2 7,6727 × 10−1 2,9368
Vel 1,00× 10−2 2,00× 10−2 7,6752 × 10−1 2,9367
Din. I
Pos 1,00× 10−2 8,00× 10−2 7,6432 × 10−1 2,9366
Vel 7,50× 10−3 4,00× 10−2 7,8822 × 10−1 2,9404
Din. II
Pos 1,25× 10−2 7,50× 10−4 3,8721 × 10−1 2,9617
Vel 1,00× 10−2 7,50× 10−4 3,8740 × 10−1 2,9623
Din. III
Pos 7,50× 10−3 2,50× 10−4 7,0665 × 10−1 2,9452
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−4 7,1155 × 10−1 2,9436
Din. IV
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−6 4,0627 × 10−1 2,9652
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−6 4,0627 × 10−1 2,9652
Tabla 8.2: Resultados de comparacio´n de los diferentes modelos.
Estas observaciones se ponen de manifiesto ma´s claramente en la figura 8.7, donde se toma
el valor de σ
b¨
= 0,013, y se comparan los errores obtenidos con los seis modelos presentados
en funcio´n del valor de σx¨ (o´ σj).
2Hablando con propiedad, existen diferencias entre el modelo ma´s realista utilizado para generar las
simulaciones y el modelo utilizado en el filtrado
3Que corresponde al o´ptimo, o es muy cercano al o´ptimo en todos los casos
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Modelo O´ptimo σ
b¨
σx¨ (o´ σj)
√
ǫ2v σ ˘˙ρ
Cin. I
Pos 1,00× 10−2 6,00 1,5564 × 10−1 2,5046 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 6,00 1,5564 × 10−1 2,5046 × 10−1
Cin. II
Pos 1,00× 10−2 1,50× 10−2 9,7598 × 10−2 2,8453 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,00× 10−2 9,6944 × 10−2 2,8045 × 10−1
Din. I
Pos 1,00× 10−2 8,00× 10−2 7,9488 × 10−2 2,7572 × 10−1
Vel 7,50× 10−3 4,00× 10−2 6,7395 × 10−2 2,8760 × 10−1
Din. II
Pos 1,25× 10−2 7,50× 10−4 1,7109 × 10−2 2,9799 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 7,50× 10−4 1,6900 × 10−2 2,9865 × 10−1
Din. III
Pos 7,50× 10−3 2,50× 10−4 3,5812 × 10−2 2,9806 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−4 3,5788 × 10−2 2,9734 × 10−1
Din. IV
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−6 1,7529 × 10−2 2,9863 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−6 1,7529 × 10−2 2,9863 × 10−1
Tabla 8.3: Resultados de comparacio´n de los diferentes modelos.
En esta figura puede observarse que el modelo Cinema´tico I, es el que presenta el peor
desempen˜o, lo cual resulta esperable en base a la simplicidad del mismo: no intenta modelar
ni estimar la aceleracio´n. Puede verse tambie´n que los modelos Cinema´tico II y Dina´mico I
presentan un desempen˜o similar4, es decir que un modelo sencillo de la aceleracio´n presenta
un comportamiento similar a intentar estimarla incluye´ndola como estado del filtro.
Se observa tambie´n que el modelo Dina´mico III presenta un desempen˜o superior a los
dos mencionados previamente; la mejora sobre el Dina´mico I se debe a que incorpora la
estimacio´n de la aceleracio´n no modelada, mientras que la mejora sobre el Cinema´tico II
se debe a que incorpora un modelo de la principal componente de la aceleracio´n presente.
Finalmente, se observa que los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV son los que obtienen un
mejor desempen˜o, lo cual es esperable ya que al incluir el efecto de J2 utilizan un modelo ma´s
exacto de la aceleracio´n presente. En la comparacio´n entre estos u´ltimos se concluye que el
Dina´mico II presenta un mejor desempen˜o. En este caso, a diferencia de lo que ocurre en la
comparacio´n Dina´mico I/Dina´mico III, no se obtiene una mejora al incorporar la estimacio´n
de la aceleracio´n no modelada. Por el contrario, al incorporar ma´s estados a estimar, se reduce
la capacidad de filtrado.
Esta figura resulta u´til tambie´n a los efectos de analizar co´mo empeora el desempen˜o de
cada modelo al escoger otro valor de sinton´ıa, por ejemplo para obtener un mejor desempen˜o
frente a efectos no ideales como los analizados en el cap´ıtulo 9.
Adema´s resulta interesante notar que para valores de σj superiores al o´ptimo del modelo
Dina´mico III, los modelos Dina´mico III y Dina´mico IV obtienen un desempen˜o similar (ambas
curvas se solapan, lo cual se pone de manifiesto de manera ma´s n´ıtida en la figura 8.7b). Esto
4En la comparacio´n de los modelos Cinema´tico II, Dina´mico III y Dina´mico IV con todos los dema´s debe
tenerse en cuenta que el eje x representa una magnitud diferente de las de los dema´s: corresponde al jerk,
mientras que en los dema´s corresponde a la aceleracio´n.
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se debe a que para valores de σj inferiores, el desempen˜o del modelo Dina´mico III empeora
debido al error sistema´tico por la dina´mica no modelada, mientras que para valores de σj
superiores, el desempen˜o de ambos empeora debido al ruido, mientras que el efecto de la
dina´mica no modelada de uno con respecto al otro se vuelve despreciable, o queda absorbida
en el filtrado. Esto tambie´n se observa al comparar entre s´ı los modelos Dina´mico I y Dina´mico
II.
Tambie´n puede observarse en las tablas 8.2 y 8.3 que los valores de σρ˘ y σ ˘˙ρ obtenidos
en el o´ptimo son muy cercanos a los valores de desviacio´n esta´ndar de ruido de mediciones
configurados, σρi,j,k y σρ˙i,j,k , lo cual es consistente con el hecho de lograr el valor o´ptimo
de filtrado: un valor grande de la desviacio´n esta´ndar del residuo indica un error sistema´tico
grande en la estimacio´n, mientras que un valor chico del residuo indica un bajo nivel de filtrado
de ruido (si bien la escala de las gra´ficas no permiten apreciarlo, las curvas de residuos son
decrecientes).
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.1: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.2: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Cinema´tico II, sistema GPS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.3: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico I, sistema GPS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.4: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico II, sistema GPS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.5: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico III, sistema GPS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.6: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura 8.7: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de σx¨ (o σj) para los seis
modelos considerados, sistema GPS. En todos los casos se toma σb¨ = 0,01.
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En la figura 8.8 se presentan, en trazo color rojo, los errores en las soluciones de posicio´n
y velocidad con EKF para el caso Cinema´tico I, sistema GPS, tomando σ
b¨
= 0,01, y
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0 (valor o´ptimo). En la misma figura tambie´n se presenta, en trazo
color azul, los errores en la solucio´n puntual de posicio´n y velocidad; nota´ndose el efecto de
filtrado en la solucio´n con EKF frente a la solucio´n puntual.
Tambie´n se presenta, en trazo color negro, el intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n,
dado en cada caso por el elemento correspondiente de la matriz P+k . Puede observarse que
en general el error en la solucio´n con EKF se mantiene dentro de los l´ımites establecidos por
este intervalo.
En la figura 8.9a se presentan los errores en las soluciones de sesgo y deriva. El ana´lisis
es similar al expuesto previamente. Adema´s, en la figura 8.9b se muestra el resultado de la
correlacio´n normalizada (al valor de varianza) de los residuos de post-filtrado. Se observa que
los mismos son fuertemente no-correlacionados, lo cual es esperable: si el filtrado es bueno,
en los residuos de post-filtrado debe observarse el efecto del ruido.
A modo de comparacio´n, en las figuras 8.10 y 8.11 se presentan los resultados obtenidos
tomando σ
b¨
= 1 × 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,5. Pueden observarse errores sistema´ticos tanto
en las soluciones de posicio´n y velocidad como en la solucio´n de sesgo y deriva, as´ı como una
fuerte correlacio´n en los residuos de post-filtrado de pseudo-rango y delta-rango.
En las figuras 8.12 y 8.13 se presentan los resultados de error al implementar el modelo
Cinema´tico II, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,0× 10−2 (valor o´ptimo, en el
error de velocidad).
De igual manera, en las figuras 8.14 y 8.15 se presentan los resultados de error al
implementar el modelo Dina´mico I, tomando σ
b¨
= 7,5× 10−3, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 4,0× 10−2;
en las las figuras 8.16 y 8.17 se presentan los resultados de error al implementar el modelo
Dina´mico II, tomando σ
b¨
= 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5 × 10−4; en las figuras 8.18 y
8.19 se presentan los resultados de error al implementar el modelo Dina´mico III, tomando
σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5 × 10−4; y en las figuras 8.20 y 8.21 se presentan
los resultados de error al implementar el modelo Dina´mico IV, tomando σ
b¨
= 0,01, y
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6. En todos los casos la sinton´ıa seleccionada corresponde
al valor o´ptimo en el error de velocidad.
Puede observarse como var´ıa el error al seleccionar diferentes modelos, en concordancia
con lo observado en la figura 8.7.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.8: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.9: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0. Se presentan tambie´n las correlaciones de los residuos de
post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.10: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS,
tomando σb¨ = 1× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,5.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.11: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS,
tomando σb¨ = 1× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,5. Se presentan tambie´n las correlaciones de los residuos
de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.12: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema
GPS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 0,02.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.13: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 0,02. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.14: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GPS,
tomando σb¨ = 7,5× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.15: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GPS,
tomando σb¨ = 7,5× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.16: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.17: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.18: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.19: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4. Se presentan tambie´n las correlaciones de
los residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.20: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura 8.21: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, y correlacio´n de
los residuos de post-filtrado, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
Se compara con la solucio´n puntual (sesgo y deriva). Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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Finalmente, en las figuras, 8.22, 8.23 y 8.24 se presentan en trazo color rojo los errores
obtenidos en la solucio´n de aceleracio´n (no hay solucio´n puntual de aceleracio´n contra la cual
comparar) con los modelos Cinema´tico II, Dina´mico III y Dina´mico IV, respectivamente,
seleccionando en cada caso el valor de sinton´ıa que corresponde al o´ptimo error de velocidad.
Al igual que en las gra´ficas anteriores, tambie´n se presenta en trazo color negro el intervalo
±3σ teo´rico del error de estimacio´n, dado en cada caso por el elemento correspondiente de la
matriz P+k , observa´ndose que en general el error en la solucio´n con EKF se mantiene dentro
de los l´ımites establecidos por este intervalo.
En la comparacio´n de estas gra´ficas se debe tener en cuenta que corresponden al error
de estimacio´n de tres aceleraciones diferentes: en el modelo Cinema´tico II corresponde a
la estimacio´n de toda la aceleracio´n presente, en el modelo Dina´mico III corresponde a la
estimacio´n de la aceleracio´n no modelada al considerar un modelo de atraccio´n gravitatoria
dada por una Tierra con distribucio´n de masa uniforme, mientras que en el modelo Dina´mico
IV corresponde a la estimacio´n de la aceleracio´n no modelada al considerar un modelo de
atraccio´n gravitatoria que incorpora el efecto del te´rmino J2.
Figura 8.22: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 0,02.
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Figura 8.23: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01, y
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4.
Figura 8.24: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01, y
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
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En el ape´ndice B se comparan los diferentes modelos en caso de utilizar mediciones de
GLONASS y en caso de utilizar mediciones de GPS y GLONASS de manera conjunta. Los
resultados del ana´lisis son similares a los expuestos en el caso GPS.
En base a los resultados expuestos en las tablas 8.2, B.1, B.3, 8.3, B.2 y B.4, en las tablas
8.4 y 8.5 se presenta la comparacio´n de los valores o´ptimos de
√
ǫ2p y
√
ǫ2v, respectivamente,
en caso de utilizar solamente el sistema GPS, solamente el sistema GLONASS, y mediciones
combinadas de los sistemas GPS/GLONASS.
Se puede observar que para todos los modelos utilizados, existe una merma en el valor
o´ptimo obtenido con GLONASS con respecto al obtenido con GPS. Esto se explica por la
menor cantidad de sate´lites en la constelacio´n GLONASS, lo que implica que en promedio
se cuente con un nu´mero menor de mediciones. Por otra parte, se observa que para todos
los modelos utilizados, existe una mejora en la solucio´n combinada con respecto a la que se
obtiene con un u´nico sistema.
Modelo O´ptimo GPS GLONASS GPS/GLONASS
Cin. I
Pos 7,7087 × 10−1 9,5579 × 10−1 5,4912 × 10−1
Vel 7,7087 × 10−1 9,5648 × 10−1 5,4921 × 10−1
Cin. II
Pos 7,6727 × 10−1 9,5316 × 10−1 5,4730 × 10−1
Vel 7,6752 × 10−1 9,5325 × 10−1 5,4730 × 10−1
Din. I
Pos 7,6432 × 10−1 9,4380 × 10−1 5,4615 × 10−1
Vel 7,8822 × 10−1 9,5982 × 10−1 5,6279 × 10−1
Din. II
Pos 3,8721 × 10−1 4,8867 × 10−1 2,9994 × 10−1
Vel 3,8740 × 10−1 4,8872 × 10−1 3,0033 × 10−1
Din. III
Pos 7,0665 × 10−1 8,7778 × 10−1 5,0430 × 10−1
Vel 7,1155 × 10−1 8,8149 × 10−1 5,0430 × 10−1
Din. IV
Pos 4,0627 × 10−1 4,7647 × 10−1 2,8767 × 10−1
Vel 4,0627 × 10−1 4,7707 × 10−1 2,8767 × 10−1
Tabla 8.4: Comparacio´n de los valores o´ptimos de
√
ǫ2p para el caso de utilizar GPS, GLONASS, o´
GPS/GLONASS para los diferentes modelos.
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Modelo O´ptimo GPS GLONASS GPS/GLONASS
Cin. I
Pos 1,5564 × 10−1 1,7739 × 10−1 1,1496 × 10−1
Vel 1,5564 × 10−1 1,7733 × 10−1 1,1496 × 10−1
Cin. II
Pos 9,7598 × 10−2 1,0806 × 10−2 7,5626 × 10−2
Vel 9,6944 × 10−2 1,0616 × 10−2 7,5626 × 10−2
Din. I
Pos 7,9488 × 10−2 7,7129 × 10−2 6,6010 × 10−2
Vel 6,7395 × 10−2 7,1561 × 10−2 5,5917 × 10−2
Din. II
Pos 1,7109 × 10−2 1,8323 × 10−2 1,4256 × 10−2
Vel 1,6900 × 10−2 1,8102 × 10−2 1,3655 × 10−2
Din. III
Pos 3,5812 × 10−2 4,0499 × 10−2 2,9495 × 10−2
Vel 3,5788 × 10−2 4,0452 × 10−2 2,9495 × 10−2
Din. IV
Pos 1,7529 × 10−2 2,0280 × 10−2 1,4212 × 10−2
Vel 1,7529 × 10−2 1,9647 × 10−2 1,4212 × 10−2
Tabla 8.5: Comparacio´n de los valores o´ptimos de
√
ǫ2v para el caso de utilizar GPS, GLONASS, o´
GPS/GLONASS para los diferentes modelos.
8.4. Comparacio´n de Estrategias de Filtrado
En esta seccio´n compararemos el desempen˜o del EKF con otra estrategia de filtrado como
el PKF (Cogo et al., 2014). Ba´sicamente la idea del PKF, descripta en la seccio´n 5.4 consiste
en obtener la solucio´n puntual de posicio´n y velocidad en cada instante (resolver parte del
problema no-lineal) e ingresar con esta solucio´n como medicio´n al esquema de filtrado. En
caso de utilizar el modelo Cinema´tico I o el modelo Cinema´tico II, el esquema de filtrado a
implementar resulta lineal. En caso de utilizar el modelo Dina´mico I o el modelo Dina´mico II,
el esquema de filtrado continu´a siendo no-lineal; y para la actualizacio´n temporal se utilizara´
la misma implementacio´n que en el caso del EKF.
Para cotejar el desempen˜o de estos esquemas, se realizan 500 corridas de simulacio´n en
el escenario que denominamos “ideal”; en cada corrida se toma aleatoriamente el tiempo
de inicio de la simulacio´n (en el intervalo de una semana), de manera de aleatorizar las
constelaciones presentes, y se generan nuevas realizaciones tanto de sesgo y deriva como del
ruido que afecta a las mediciones, y en cada corrida se obtienen las soluciones con ambos
esquemas de filtrado para dicha realizacio´n.
Para contrastar el desempen˜o comparamos el error instanta´neo cada 60 segundos5 en la
estimacio´n obtenido con ambos esquemas, como as´ı tambie´n el error cuadra´tico medio sobre
intervalos de 60 segundos. En las figuras 8.25 y 8.26 se muestra el valor medio y la desviacio´n
esta´ndar (sobre las 500 corridas) observado con ambos esquemas de filtrado, para el caso
de utilizar el modelo Cinema´tico I, con los valores o´ptimos de sinton´ıa, con mediciones del
5El objetivo de este “muestreo” consiste simplemente en obtener una gra´fica menos densa que permita
interpretar ma´s sencillamente los resultados.
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sistema GPS. Para completar el ana´lisis tambie´n se incluyen los valores obtenidos con la
solucio´n puntual. Para facilitar la visualizacio´n, las gra´ficas se presentan desplazadas en el
eje t, pero corresponden a los mismos instantes. Puede observarse que el desempen˜o de ambos
esquemas de filtrado es similar.
En la figura 8.27 se presenta la probabilidad de que un esquema tenga un desempen˜o
inferior al del otro (sobre las 500 corridas de simulacio´n), en te´rminos de error de estimacio´n
medio cuadra´tico en el intervalo. Puede verse que en la comparacio´n PKF vs. EKF se obtiene
un valor cercano a 0,5, lo cual corrobora la presuncio´n de que no hay un desempen˜o preferente.
Finalmente, en la figura 8.28 se presentan los errores cuadra´ticos medios sobre todo el
intervalo para cada una de las 500 corridas de simulacio´n con ambos esquemas de filtrado
y en las solucio´n puntual. Puede verse que la solucio´n con EKF y PKF pra´cticamente se
superponen. Esto resulta explicable en te´rminos de que´ tan buena resulta la aproximacio´n
lineal de la relacio´n (no-lineal) entre los estados y las mediciones en el punto de linealizacio´n.
En nuestro caso, si bien la relacio´n es no-lineal, dado que la aproximacio´n lineal es localmente
buena, no se observan diferencias entre el esquema que primero resuelve la no-linealidad y
luego filtra (PKF), y el esquema que la linealiza en el filtrado (EKF).
Figura 8.25: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico
I con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
En las figuras 8.29, 8.30, 8.31 y 8.32 se muestra el mismo ana´lisis para el caso de considerar
mediciones del sistema GLONASS, mientras que en las figuras 8.33, 8.34, 8.35 y 8.36 se
presentan los resultados en caso de tomar mediciones conjuntas de GPS y GLONASS. En
ambos casos se utiliza el modelo Cinema´tico I. Las conclusiones son similares a las observadas
para el caso de utilizar u´nicamente el sistema GPS.
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Figura 8.26: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad, cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico I con
mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura 8.27: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Cinema´tico I con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura 8.28: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Cinema´tico I con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura 8.29: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico
I con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura 8.30: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico I con
mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura 8.31: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Cinema´tico I con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura 8.32: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Cinema´tico I con mediciones GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura 8.33: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico
I con mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura 8.34: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico I con
mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura 8.35: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Cinema´tico I con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura 8.36: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Cinema´tico I con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
En el ape´ndice D se presentan los resultados obtenidos para el caso de utilizar los dema´s
modelos propuestos. En todos los casos se observa un comportamiento similar al observado
previamente.
8.5. Ejemplo de Aplicacio´n
Como ejemplo de aplicacio´n, analizaremos las mediciones tomadas a bordo del sate´lite
argentino SAC-D por el receptor de plataforma. En este caso, se hace necesario aplicar las
correcciones a los errores sistema´ticos en las mediciones de pseudo-rango y delta-rango, como
se describe en el cap´ıtulo 6, y modelamos la desviacio´n esta´ndar de cada medicio´n de acuerdo
con el C/N0 estimado por el propio receptor.
Dado que en este caso no contamos con la posicio´n y velocidad “reales” contra las
cuales comparar, optamos por realizar la comparacio´n entre estrategias de filtrado, tomando
como referencia la solucio´n obtenida con el modelo Dina´mico IV. En las figuras 8.37, 8.38,
8.39, 8.40 y 8.41 se presentan los resultados obtenidos al utilizar los modelos Cinema´tico
I, Cinema´tico II, Dina´mico I, Dina´mico II y Dina´mico III, respectivamente. En cada caso
tambie´n se presenta el “error” obtenido con la solucio´n puntual, y el intervalo ±3σ dado por
la componente correspondiente de la matriz P+k . Se observa que en todos los casos, el error
de estimacio´n se encuentra pra´cticamente en todos los instantes acotado por dicho intervalo
±3σ.
Si bien los resultados no son totalmente conclusivos, ya que se esta´ comparando entre s´ı
diferentes modelos de filtrado, se puede verificar la correcta operacio´n de las estrategias de
filtrado propuestas, al utilizar mediciones reales, relevadas en la operacio´n en o´rbita.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.37: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, tomando
σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0, con respecto a la solucio´n tomada como referencia.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.38: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, tomando
σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,0× 10−2, con respecto a la solucio´n tomada como referencia.
8.5. EJEMPLO DE APLICACIO´N 209
(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.39: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, tomando
σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 4,0× 10−2, con respecto a la solucio´n tomada como referencia.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.40: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, tomando
σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4, con respecto a la solucio´n tomada como referencia.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 8.41: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, tomando
σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4, con respecto a la solucio´n tomada como referencia.
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8.6. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se realizo´ la comparacio´n tanto de diferentes modelos como de dos
estrategias de filtrado diferentes (EKF y EKF), utilizados para la navegacio´n de veh´ıculos
aeroespaciales, en particular sate´lites LEO; utilizando mediciones de los sistemas GNSS. En
ambos casos se recurrio´ al disen˜o de escenarios de simulacio´n representativos, as´ı como a
la eleccio´n de diferentes me´tricas que permitieran comparar el desempen˜o de las distintas
variantes, interpretando teo´ricamente los resultados obtenidos.
Para complementar este ana´lisis basado puramente en simulacio´n, se realizo´ el
procesamiento de mediciones reales recabadas en la operacio´n en o´rbita de un receptor de
GPS, observando resultados satisfactorios.
Cap´ıtulo 9
Ana´lisis Frente a Perturbaciones
En este cap´ıtulo analizaremos el desempen˜o de las diferentes estrategias de filtrado
presentadas en el cap´ıtulo 8 en situaciones que se apartan de la ideal, como las perturbaciones
por fuerzas de thrust o la baja visibilidad de sate´lites (incluso la pe´rdida momenta´nea de varios
de ellos).
La definicio´n de los escenarios de simulacio´n son similares a las descriptas en la seccio´n
8.1 con los agregados que correspondan a cada caso, que sera´n oportunamente sen˜alados.
9.1. Perturbaciones de Thrust
Para modelar las fuerzas de thrust consideraremos actuadores de 10 N, en un sate´lite
de 1000 kg, dando lugar a aceleraciones de 1 × 10−2 m/s2; ubicados en los tres ejes de
coordenadas del cuerpo. Consideraremos que en diferentes instantes se aplican aceleraciones
de esta magnitud en uno, en dos y en tres de dichos ejes; durante un intervalo de 60 segundos.
En la figura 9.1a se muestran las aceleraciones modeladas en el marco de coordenadas del
cuerpo, mientras que en la figura 9.1b se muestra co´mo se traducen estas aceleraciones en el
marco de coordenadas ECEF.
Al realizar las simulaciones con esta perturbacio´n, no se observaron cambios significativos
en el desempen˜o tanto de los modelos Cinema´ticos I y II como del modelo Dina´mico I, al
utilizar las mismas sinton´ıas que en el caso ideal. Esto resulta totalmente esperable, ya que
las magnitudes de las aceleraciones de la perturbacio´n se encuentran por debajo de los valores
de desviacio´n esta´ndar de ruido de modelo para estos tres casos.
No obstante, al analizar el desempen˜o del modelo Dina´mico II con los valores de sinton´ıa
o´ptimos en el caso ideal, se observa el comportamiento descripto en las figuras 9.2 y 9.4.
Puede verse que en los instantes en los que existe aceleracio´n, dado que la perturbacio´n
excede ampliamente la modelada, el filtro no es capaz de rechazarla y por ende aparecen
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errores en las estimaciones tanto de posicio´n y sesgo como de velocidad y deriva.
Sin contar con informacio´n adicional, la u´nica forma de mitigar este efecto consiste en
aumentar la desviacio´n esta´ndar del ruido de perturbacio´n en el modelo. En las figuras 9.3
y 9.5 se puede observar que al tomar un valor de σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0 × 10−2 se logra un
comportamiento aceptable del filtro. Volviendo a la figura 8.7 puede verse que con este valor
de sinton´ıa, esta opcio´n de filtrado sigue mostrando un desempen˜o superior al de los modelos
Cinema´tico I, Cinema´tico II y Dina´mico I.
En las figuras 9.6, 9.7, 9.8, 9.9, 9.10 y 9.11 se presenta el comportamiento de los modelos
Dina´mico III y Dina´mico IV, cada uno con los valores o´ptimos de sinton´ıa correspondientes.
Se observa que mientras en el modelo Dina´mico III la perturbacio´n afecta casi u´nicamente a
la estimacio´n de aceleracio´n y es filtrada casi completamente en los restantes estados, para el
modelo Dina´mico IV la situacio´n es ana´loga a la observada en el modelo Dina´mico II, es decir,
en los instantes en los que existe aceleracio´n, dado que la perturbacio´n excede ampliamente la
modelada, el filtro no es capaz de rechazarla y por ende aparecen errores en las estimaciones
tanto de posicio´n y sesgo, de velocidad y deriva como de aceleracio´n.
Nuevamente, sin contar con informacio´n adicional, la u´nica forma de mitigar este efecto
consiste en aumentar la desviacio´n esta´ndar del ruido de perturbacio´n en el modelo. En las
figuras 9.12, 9.13 y 9.14 se puede observar que al tomar un valor de σj = σ...x = σ...y = σ...z =
2,5 × 10−4 se logra un comportamiento aceptable del filtro. Volviendo a la figura 8.7 puede
verse que con este valor de sinton´ıa, el desempen˜o del modelo Dina´mico IV es pra´cticamente
igual al que se obtiene con el modelo Dina´mico III.
Si bien en la figura 8.7 no se observa en detalle, el desempen˜o de estos tres modelos
(Dina´mico II, III y IV) cada uno con los valores de sinton´ıa que permiten mitigar el efecto
de esta perturbacio´n resulta pra´cticamente el mismo. Una comparacio´n ma´s rigurosa de
este aspecto requiere un ana´lisis ma´s detallado que supere el puramente cualitativo hecho
previamente1, y que excede los objetivos de este cap´ıtulo.
Por supuesto, en caso de contar con informacio´n adicional sobre los instantes de aplicacio´n
de las perturbaciones, se podr´ıa proponer una estrategia que aumente la desviacio´n esta´ndar
del ruido de modelo en dichos instantes, lo cual lograr´ıa un desempen˜o global superior.
En caso de utilizar mediciones del sistema GLONASS, o mediciones combinadas de los
sistemas GPS y GLONASS se observo´ un comportamiento similar. Las figuras para los
modelos Dina´mico II, Dina´mico III y Dina´mico IV se presentan en el ape´ndice D.
1Es decir, establecer alguna me´trica que permita cuantificar el desempen˜o de cada modelo ante
perturbaciones.
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(a) Coordenadas del cuerpo.
(b) Coordenadas ECEF.
Figura 9.1: Aceleraciones de Thrust aplicadas.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.2: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.3: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0× 10−2; en caso de perturbaciones de thrust.
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Figura 9.4: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura 9.5: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0× 10−2; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.6: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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Figura 9.7: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura 9.8: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.9: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de thrust.
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Figura 9.10: Error en las soluciones de sesgo y deriva y aceleracio´n con la solucio´n puntual (−) y
con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV,
sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de
thrust.
Figura 9.11: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.12: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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Figura 9.13: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura 9.14: Error en las solucio´n de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de
estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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9.2. Pe´rdida de sate´lites
En las simulaciones “ideales” formuladas en la seccio´n 8.1 consideramos que todos los
sate´lites f´ısicamente visibles eran utilizados en la solucio´n de navegacio´n. En la pra´ctica
existen situaciones (como la analizada en el cap´ıtulo 7) que distan bastante del caso ideal. Para
analizar el desempen˜o de las estrategias de filtrado propuestas en esta situacio´n se plantea un
escenario en el que se cuenta con un ma´ximo de tan solo cuatro sate´lites disponibles en todo
instante. Adema´s, en determinados instantes se reduce la cantidad de sate´lites por debajo de
este nu´mero, como se muestra en la figura 9.15.
Figura 9.15: Cantidad de sate´lites visibles.
En las figuras 9.16 y 9.17 se presentan los resultados de error de estimacio´n que se obtienen
utilizando el modelo Cinema´tico I en esta situacio´n. A modo de comparacio´n, tambie´n se
incluye el resultado de solucio´n puntual, pero considerando en este caso que en todos los
instantes se cuenta con cuatro sate´lites2 , ya que en caso contrario no ser´ıa posible obtener la
solucio´n puntual.
Se observa que en los intervalos en los que se tiene pe´rdida de sate´lites el error de
estimacio´n se incrementa notoriamente. U´nicamente en los casos en los que se cuenta con
3 sate´lites podemos considerar que el error resulta aceptable (se prefiere no aumentar los
l´ımites de graficacio´n para que se note en detalle este caso).
En las figuras 9.18 9.19 y 9.20 se presentan los resultados para el modelo Cinema´tico II.
Se observa que si bien el error es menor que en el caso anterior, el comportamiento resulta
poco aceptable.
En las figuras 9.21 y 9.22 se presentan los resultados para el modelo Dina´mico I. Se
observa que en este caso el desempen˜o es muy superior, mantenie´ndose el error de velocidad
pra´cticamente por debajo del error en la solucio´n puntual.
2En caso que para el EKF se utilicen cuatro sate´lites, son los mismos que los utilizados en la solucio´n
puntual. En caso que en el EKF se cuente con menos de cuatro sate´lites, estos son un subconjunto de los
cuatro utilizados en la solucio´n puntual.
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Finalmente, en las figuras 9.23, 9.24, 9.25, 9.26, 9.27, 9.28, 9.29 y 9.30 se presentan los
resultados para los modelos Dina´mico II, Dina´mico III y Dina´mico IV. En primer lugar se
puede observar que en los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV pra´cticamente no se altera
el comportamiento, quedando casi en todos los casos el intervalo ±3σ teo´rico por debajo
del error en la solucio´n puntual. El comportamiento observado se explica en funcio´n de la
mayor exactitud del modelo implementado en el EKF, que permite confiar en el mismo au´n
en ausencia de mediciones.
En segundo lugar se observa que si bien el modelo Dina´mico III presenta un peor
comportamiento que estos dos anteriores, su desempen˜o es mucho mejor que el logrado por
el modelo Dina´mico I. Si bien en este caso el modelo es de menor exactitud, contar con una
estimacio´n de la aceleracio´n permite propagar los estados con un error menor (durante un
intervalo corto de tiempo), au´n en ausencia de mediciones.
Para apreciar mejor el comportamiento de la solucio´n filtrada, en las figuras 9.31, 9.32,
9.33, 9.34 y 9.35 se muestra el error para los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV con otros
ma´rgenes de graficacio´n.
En el ape´ndice D se muestra el resultado del ana´lisis para el caso de utilizar el
sistema GLONASS y los sistemas combinados GPS/GLONASS; donde se evidencia un
comportamiento similar al observado en el caso del sistema GPS.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.16: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura 9.17: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.18: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,02; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura 9.19: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,02; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
Figura 9.20: Error en las soluciones de aceleracio´n (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de
estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,02; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.21: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad para el modelo Dina´mico I con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura 9.22: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.23: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con
la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura 9.24: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con
la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.25: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura 9.26: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; ; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
Figura 9.27: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; ; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.28: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura 9.29: Error en las soluciones de sesgo y deriva y aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ
teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
Figura 9.30: Error en las solucio´n de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de
estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.31: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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Figura 9.32: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura 9.33: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. (Ampliacio´n).
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Figura 9.34: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
Figura 9.35: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GPS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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9.3. A Modo de Conclusio´n
En este Cap´ıtulo se analizo´ el comportamiento de los esquemas de filtrado propuestos,
en escenarios que se apartan del ideal debido a perturbaciones tanto por fuerzas de thrust
como debido a pe´rdida de visibilidad momenta´nea de sate´lites, para lo cual se configuraron
escenarios de simulacio´n representativos. El ana´lisis expuesto pretende complementar el
realizado en el cap´ıtulo previo; con la salvedad de que se basa en observaciones puramente
cualitativas, y de interpretacio´n teo´rica del comportamiento, sin establecer me´tricas de
desempen˜o.
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Cap´ıtulo 10
Conclusiones
Los Sistemas Globales de Navegacio´n por Sate´lite (GNSS) han adquirido una gran
relevancia en los u´ltimos an˜os en un sinnu´mero de aplicaciones, entre las que se encuentra
la navegacio´n de veh´ıculos aeroespaciales; campo que impone una serie de exigencias tanto
en el hardware como en los algoritmos de procesamiento de los receptores utilizados. En este
marco, en esta tesis nos enfocamos en el estudio y desarrollo de las te´cnicas y algoritmos de
navegacio´n para aplicaciones aeroespaciales, basadas en sen˜ales GNSS.
En primer lugar se realizo´ el estudio detallado de la operacio´n de los sistemas GPS y
GLONASS, en particular en lo que respecta a la operacio´n de los receptores o segmento
de usuario. Consideramos valioso haber complementado este estudio con la participacio´n
en proyectos de desarrollo tecnolo´gico, lo que brindo´ un conocimiento de las problema´ticas
concretas que aparecen en la implementacio´n de los receptores. Esperamos que parte de esto
se haya logrado plasmar en los dos cap´ıtulos referidos a los sistemas GNSS.
En segundo lugar se profundizo´ en el estudio de los modelos de veh´ıculos aeroespaciales
a utilizar, con particular e´nfasis en los sate´lites LEO, dado que se trata de los veh´ıculos ma´s
empleados en las aplicaciones cient´ıficas de observacio´n terrestre, tanto por la periodicidad de
revisita que ofrecen, como por el relativo bajo costo de lanzamiento. No obstante, parte de los
resultados obtenidos pueden generalizarse a una gran variedad de veh´ıculos aeroespaciales.
Completando lo que consideramos es el cruce o integracio´n de saberes de diferentes
especialidades, se estudiaron las te´cnicas y algoritmos de estimacio´n de estados o navegacio´n,
en particular el ampliamente empleado Filtro de Kalman Extendido, EKF, y la variante PKF.
Se analizo´ tambie´n la problema´tica de obtencio´n de solucio´n puntual de posicio´n y
velocidad que integre mediciones de varios sistemas GNSS, con el objetivo de facilitar la
utilizacio´n conjunta de los mismos, lo que se denomina solucio´n multi-constelacio´n. Para ello,
se realizo´ la formulacio´n del problema, el ana´lisis de las ventajas potenciales que ofrece, y se
propusieron diferentes alternativas de resolucio´n nume´rica. Esta solucio´n puntual resulto´ de
utilidad como referencia de comparacio´n y como insumo para los esquemas de filtrado: como
estimado inicial para el EKF y como medicio´n para el PKF.
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Por otra parte, se presento´ tanto el disen˜o del hardware y el software, como los resultados
de operacio´n en o´rbita y los resultados de post-procesamiento en base a las mediciones
recabadas a bordo; de un receptor de GPS integrado a bordo del sate´lite argentino SAC-
D. Este receptor fue desarrollado por el grupo de trabajo en la Facultad de Ingenier´ıa de la
UNLP. Si bien se trato´ de un desarrollo realizado en un momento en el que no se contaba
con una gran experiencia ni con el instrumental de medicio´n adecuado, y con plazos de
trabajo y entrega reducidos; el ana´lisis de estos resultados permitio´ identificar fallas que no
hab´ıan podido ser detectadas en las etapas de disen˜o y ensayo previas a la puesta en o´rbita,
permitiendo la correccio´n de los errores de implementacio´n con vistas a futuros desarrollos.
En base al estudio de los veh´ıculos aeroespaciales se propusieron diferentes modelos a
utilizar en esquemas de filtrado, ma´s complejos que los implementados en este primer disen˜o, y
que permitieran la incorporacio´n de mediciones de ma´s de un sistema GNSS. Los modelos ma´s
sencillos se basaron en un enfoque cinema´tico y pueden ser empleados en una gran variedad
de veh´ıculos. Los dema´s se basaron en un enfoque dina´mico que considera las fuerzas ma´s
significativas que actu´an sobre un sate´lite LEO. En todos los casos se priorizo´ la obtencio´n
de modelos relativamente sencillos, factibles de ser implementados en sistemas que operan en
tiempo real, es decir, sin una elevada carga computacional asociada.
En base a modelos ma´s detallados de los veh´ıculos, y al conocimiento de los sistemas GNSS
se disen˜aron diferentes escenarios de simulacio´n representativos que permitieron analizar el
comportamiento de las estrategias de filtrado. En base a estos escenarios, y mediante la
eleccio´n de me´tricas adecuadas, se analizo´ el desempen˜o de seis modelos diferentes propuestos
para el filtrado utilizando la estrategia EKF con diferentes valores de “sinton´ıa”; tanto en el
caso de emplear mediciones de una u´nica constelacio´n (GPS o´ GLONASS) como en el caso
multiconstelacio´n (GPS y GLONASS).
Con este ana´lisis se obtuvieron por un lado los valores de sinton´ıa o´ptimos para cada
modelo. Se realizo´ adema´s la comparacio´n entre modelos, tanto en lo que respecta al valor
o´ptimo como para diferentes valores de sinton´ıa, interpretando teo´ricamente los resultados
observados. Si bien un ana´lisis estricto de carga computacional depende de la arquitectura
particular utilizada, y excede el alcance de nuestro trabajo, podemos concluir que en general,
el mejor desempen˜o se logra con la implementacio´n ma´s costosa en te´rminos de carga
computacional. Sin embargo, esta complejidad adicional no resulta prohibitiva para una
implementacio´n en tiempo real.
Se compararon adema´s dos esquemas de filtrado propuestos, el EKF y el PKF,
concluyendo mediante el ana´lisis de distintas me´tricas que sus desempen˜os resultan
equivalentes. Esta comparacio´n estuvo motivada en la aparente ventaja del PKF que exponen
los autores que propusieron el algoritmo. La u´nica ventaja que podemos rescatar de la
implementacio´n del PKF es que permite contar con la solucio´n puntual de posicio´n y
velocidad. En caso que la aplicacio´n requiera esta informacio´n adema´s de la solucio´n filtrada,
el PKF podr´ıa presentar ventajas en te´rminos de carga computacional respecto al EKF. No
obstante, esta conjetura debe ser verificada en la implementacio´n concreta, lo cual resulta
dependiente de la arquitectura utilizada.
A los efectos de complementar este ana´lisis basado puramente en simulaciones, se realizo´ el
procesamiento de las mediciones provistas por el receptor de GPS utilizado para la navegacio´n
del sate´lite argentino SAC-D, permitiendo corroborar la utilidad de los algoritmos propuestos
para este tipo de aplicacio´n.
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Finalmente, se realizo´ un ana´lisis puramente “cualitativo” del comportamiento de los
esquemas de filtrado propuestos en situaciones que se aparten de la ideal, como son las fuerzas
de thrust y la pe´rdida de sate´lites, permitiendo identificar algunas debilidades y fortalezas de
los diferentes algoritmos propuestos.
Como conclusio´n final consideramos que el aprendizaje obtenido a partir del
procesamiento de la informacio´n de la operacio´n en o´rbita de nuestro RGPS, en conjunto
con la profundizacio´n del estudio necesario para llevar a cabo este trabajo de tesis, y los
algoritmos de filtrado propuestos, constituyen una base so´lida sobre la que realizar futuros
desarrollos para misiones orbitales.
Como mencionamos al comienzo de este apartado, la navegacio´n de veh´ıculos
aeroespaciales impone una serie de exigencias tanto en el hardware como en los algoritmos de
procesamiento de los receptores utilizados, lo que particulariza el desarrollo de los mismos.
Este hecho, sumado a las caracter´ısticas propias del mercado aeroespacial, genera que existan
relativamente pocos proveedores de receptores para estas aplicaciones, y que se trate de
instrumentos de un elevado costo y cuya adquisicio´n muchas veces requiere acordar una serie
de “certificados de usuario final”, o cuya compra esta´ directamente vedada.
Tanto las particularidades y desaf´ıos que presenta como consideraciones vinculadas a la
independencia tecnolo´gica y la soberan´ıa determinan que resulte de gran intere´s, vinculado
al desarrollo de veh´ıculos aeroespaciales, dominar el know-how de los receptores GNSS.
10.1. Continuara´...
La realizacio´n de este trabajo ha generado una serie de nuevas preguntas que pueden dar
lugar a una serie de l´ıneas futuras:
• Incorporar e integrar a la solucio´n de navegacio´n otros sistemas GNSS.
• Incorporar mediciones de fase de las sen˜ales GNSS
• Integrar otros sensores a la solucio´n de navegacio´n, problema conocido como fusio´n de
datos.
• Proponer modelos que permitan tanto la simulacio´n como el disen˜o de esquemas de
filtrado para otros veh´ıculos aeroespaciales.
• Explorar otros me´todos de filtrado como UKF, Filtro de Part´ıculas, etc. En particular,
es de intere´s extender a esquemas robustos ante las incertidumbres de los modelos.
• Diversificar el escenario de perturbaciones. Analizar el desempen˜o en estos escenarios.
• Integrar estrategias de rechazo de mediciones ano´malas.
• Codificar los algoritmos propuestos para una implementacio´n eficiente en tiempo real.
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Ape´ndice A
Meca´nica Orbital
En este ape´ndice se describen las principales formulaciones de la meca´nica orbital que
son de utilidad tanto para el modelado de los veh´ıculos objeto de la tesis como para la
descripcio´n de las o´rbitas de los sate´lites empleados por los sistemas GNSS que utilizamos.
Esta descripcio´n se basa principalmente en las referencias Curtis (2009), Montenbruck y Gill
(2012) y Vallado (1997), unificando la notacio´n con la utilizada en el resto de la tesis.
A.1. Problema de dos Cuerpos
Si se parte de considerar dos cuerpos1 de masa m1 y m2, ubicados en posiciones r1 y r2,
respectivamente, en relacio´n a un marco de referencia inercial, como se muestra en la figura
A.1; y se define el vector de posicio´n relativa
r , r2 − r1 (A.1)
De acuerdo a la ley de Newton de gravitacio´n universal, la fuerza que actu´a sobre la masa
m1, debido a la atraccio´n gravitatoria de m2 esta´ dada por
f12 =
G m1 m2
r2
r
r
(A.2)
y la fuerza que actu´a sobre la masa m2, debido a la atraccio´n gravitatoria de m1 esta´ dada
por
f21 = −G m1 m2
r2
r
r
(A.3)
1En principio masas puntuales, o cuerpos esfe´ricos con distribucio´n de masa uniforme.
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Figura A.1: Diagrama de dos masas puntuales en un marco de referencia inercial.
donde G es la constante de gravitacio´n universal2 y r = ‖r‖ es la norma eucl´ıdea del vector
r. Ambas fuerzas actu´an en la direccio´n de la l´ınea que une las masas m1 y m2, con sentido
contrario.
Si se considera que esta es la u´nica fuerza que actu´a sobre cada uno de los cuerpos, y se
asume que la masa permanece constante, en base a la segunda ley de Newton se llega a
r¨1 =
f12
m1
=
G m2
r3
r (A.4)
r¨2 =
f21
m2
= −G m1
r3
r (A.5)
r¨ = r¨2 − r¨1 = −G (m1 +m2)
r3
r (A.6)
donde r¨1 y r¨2 representan las aceleraciones de las masas m1 y m2, referidas al marco de
referencia inercial. Definiendo el para´metro gravitatorio
µ , G (m1 +m2) (A.7)
se obtiene
r¨ = − µ
r3
r (A.8)
conocida como ecuacio´n fundamental del movimiento relativo de dos cuerpos (Curtis, 2009).
La misma es una ecuacio´n diferencial no-lineal de segundo orden, en el vector r, para cuya
resolucio´n se requieren 6 constantes de integracio´n, o condiciones iniciales.
En el planteo original, el marco de referencia inercial adoptado es arbitrario. Resulta sin
embargo ma´s conveniente medir las coordenadas de r en un marco de referencia que este´
unido y se mueva junto con la masa m1 (como es el caso del marco ECI presentado en el
cap´ıtulo 3), tal como el que se presenta en la figura A.2. Si denotamos con r⋆ al vector de
posicio´n relativa, y con r˙⋆ y r¨⋆ sus derivadas primera y segunda, todos ellos medidos en este
nuevo marco de referencia, resulta
r¨ = r¨⋆ + Ω˙× r+Ω×Ω× r+ 2Ω× r˙⋆ (A.9)
2Siendo una de las constantes f´ısicas conocidas con menor exactitud, su valor aproximado es 6,67384 ×
10−11 N m
2
kg2
.
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Figura A.2: Marco de referencia solidario al cuerpo m1.
donde Ω y Ω˙ representan la velocidad y aceleracio´n angulares del marco de referencia
moviente con respecto al marco de referencia inercial. En caso que Ω = Ω˙ = 0, r¨ = r¨⋆. Es
decir, la ecuacio´n (A.8) puede plantearse en te´rminos de vectores medidos en este nuevo marco
de referencia, siempre y cuando el mismo no presente rotaciones con respecto al marco de
referencia inercial. En lo que sigue, analizaremos las ecuaciones del movimiento orbital en este
nuevo marco de referencia inercial, que resulta ma´s conveniente para describir el movimiento
de un sate´lite en torno a La Tierra; sin usar una notacio´n especial para el mismo3.
Adema´s, cuando la masa m1 = me corresponde a La Tierra, y la masa m2 = ms a un
sate´lite, G (me +ms) ≃ G me resulta una buena aproximacio´n, y el para´metro gravitatorio
µ se puede redefinir como
µ , G me (A.10)
A.2. Momento Angular
El momento angular por unidad de masa, o momento angular espec´ıfico del cuerpo ms
relativo a me se define como
h , r× r˙ (A.11)
Cuya derivada con respecto al tiempo resulta (Montenbruck y Gill, 2012)
h˙ = r˙× r˙+ r× r¨ = − µ
r3
r× r = 0 (A.12)
∴ h˙ = 0 (A.13)
donde se ha utilizado el hecho de que el producto vectorial de un vector consigo mismo es
igual a cero.
3Utilizaremos la misma notacio´n con la que ven´ıamos trabajando, pero ahora para hacer referencia a
magnitudes en este nuevo marco.
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Que h˙ = 0 indica la conservacio´n del momento angular, que resulta evidente en base a que
la u´nica fuerza interviniente actu´a en la l´ınea que une los dos cuerpos. En el caso particular
que r y r˙ sean paralelos, el momento angular sera´ nulo, y en vista de lo anterior, permanecera´
nulo en toda la trayectoria; que por ende sera´ una trayectoria rectil´ınea. En cualquier otro
caso, tomando un punto cualesquiera de la trayectoria, los vectores r y r˙ pertenecera´n a un
mismo plano; y su producto vectorial sera´ perpendicular a dicho plano. Luego, dado que h
es constante, los vectores r y r˙ permanecera´n en el plano mencionado para cualquier punto
de la trayectoria que se considere. En consecuencia, la trayectoria de ms en torno a me esta´
contenida en un u´nico plano. Finalmente, dado que r parte del origen del sistema ECI, el
plano resultante contendra´ dicho origen.
Por otra parte, el diferencial de a´rea, dA, barrido por el vector r en un intervalo dt es
igual al a´rea encerrada por el tria´ngulo que tiene como lados los vectores r y r˙ dt, lo cual en
base a la ecuacio´n (A.11) puede escribirse como
dA =
1
2
|r× r˙ dt| = h
2
dt (A.14)
∴
dA
dt
=
h
2
(A.15)
Este resultado es conocido como la Segunda Ley de Kepler: el segmento de l´ınea que
une un planeta con el Sol barre a´reas iguales durante intervalos de tiempo iguales. Es decir,
la tasa de cambio del a´rea en funcio´n del tiempo es constante.
A.3. Ecuacio´n de O´rbita
Realizando el producto cruz de ambos miembros de la ecuacio´n (A.8) con el vector de
momento angular h se tiene
r¨× h = − µ
r3
r× h (A.16)
A partir de lo siguiente, recordando que el momento angular es constante
d
dt
(r˙× h) = r¨× h+ r˙× h˙ = r¨× h (A.17)
Por otro lado, en base a que
d
dt
(r
r
)
=
r˙ r − r r˙
r2
= −r r r˙ − r˙ r
2
r3
= −r (r · r˙)− r˙ (r · r)
r3
= −r× (r× r˙)
r3
(A.18)
donde se ha utilizado el hecho de que4 r · r = r2, r · r˙ = rr˙, y la relacio´n del triple producto
vectorial5. Dado que r× r˙ = h, se llega a
− µ
r3
r× h = d
dt
(
µ
r
r
)
(A.19)
4 d
dt
(r · r) = 2 r · r˙ = d
dt
r2 = 2 r r˙
5a× (b× c) = a(b · c) − c(a · b)
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y reemplazando (A.17) y (A.19) en (A.16) se llega a
d
dt
(r˙× h) = d
dt
(
µ
r
r
)
(A.20)
d
dt
(
r˙× h− µr
r
)
= 0 (A.21)
∴ r˙× h = µr
r
+ c (A.22)
donde c es un vector constante6. La ecuacio´n (A.22) es la primera integral de la ecuacio´n
fundamental del movimiento relativo, (A.8), ya que relaciona r˙ con r. Puede verse que
c · h = 07, lo cual implica que el vector c es perpendicular a h y por ende pertenece al
plano orbital.
La ecuacio´n (A.22) puede reescribirse de la siguiente manera
r
r
+ e =
r˙× h
µ
(A.23)
donde e = c/µ, se conoce como vector de excentricidad. La l´ınea definida por este vector se
denomina comu´nmente l´ınea de a´psides. Si se toma el producto escalar de la ecuacio´n (A.23)
con el vector r, se tiene que
r · r
r
+ e · r = r · (r˙× h)
µ
(A.24)
r + r e cos ν =
h2
µ
(A.25)
donde se ha usado el hecho de que
r · (r˙× h) = (r× r˙) · h = h · h = h2 (A.26)
La ecuacio´n (A.25) puede reescribirse
r =
h2
µ
1
1 + e cos ν
(A.27)
Esta ecuacio´n describe la curva que realiza el cuerpo ms en torno a me, y se conoce como
ecuacio´n de o´rbita. Los para´metros e y ν se denominan excentricidad y anomal´ıa verdadera,
respectivamente.
Este resultado puede verse como una formulacio´n matema´tica de la Primera ley de
Kepler: la o´rbita de un planeta es una elipse con el Sol en uno de sus focos; ya que las
curvas descriptas por esta ecuacio´n son secciones co´nicas, entre las cuales se incluyen las
elipses.
6Llamado generalmente vector de Laplace.
7Tomando el producto escalar de (A.22) con h, y utilizando el hecho de que tanto r˙ × h como r son
perpendiculares a h.
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A.4. O´rbitas el´ıpticas
Para el caso en que 0 < e < 1, la ecuacio´n (A.27) corresponde a una elipse. En este caso,
el denominador de dicha ecuacio´n, 1 + e cos ν permanece siempre positivo y distinto de cero,
con lo cual r permanecera´ limitado en toda la trayectoria, siendo mı´nimo en caso ν = 0 y
ma´ximo en caso ν = π
rp =
h2
µ
1
1 + e
(A.28)
ra =
h2
µ
1
1− e (A.29)
Los puntos de la trayectoria en los cuales r toma los valores rp y ra se denominan peria´pside
y apoa´pside, respectivamente8, y la l´ınea que los contiene se denomina l´ınea de a´psides, y se
corresponde con el eje mayor de la elipse. De aqu´ı
a =
rp + ra
2
=
h2
µ
1
1− e2 (A.30)
donde a es el semi-eje mayor de la elipse. En base a (A.30), la ecuacio´n (A.27) puede
reescribirse
r = a
1− e2
1 + e cos ν
(A.31)
La gra´fica de esta elipse se presenta en la figura A.3, en la cual el foco F coincide con
la ubicacio´n del cuerpo me. Los puntos A y P corresponden al apoa´pside y al peria´pside,
respectivamente. A partir de las relaciones de la elipse puede verse que
b = a
√
1− e2 (A.32)
En el tiempo que toma recorrer una o´rbita completa, o per´ıodo orbital T , el a´rea barrida
es igual al a´rea de la elipse, πab. En base a la segunda ley de Kepler, ecuacio´n (A.15), sabemos
que estas dos magnitudes esta´n relacionadas. Por tanto
πab =
h
2
T (A.33)
T =
2πab
h
(A.34)
Sustituyendo por las expresiones de a, b y la ecuacio´n (A.30), se tiene
T =
2π
h
a2
√
1− e2 = 2π
µ2
(
h√
1− e2
)3
(A.35)
Reemplazando nuevamente por (A.30)
T =
2π√
µ
a
3
2 (A.36)
8Cuando se hace referencia a una o´rbita alrededor de un cuerpo en particular se emplean te´rminos que
aluden a dicho cuerpo; por ejemplo: perihelio y afelio en el caso del Sol, perigeo y apogeo en el caso de la
Tierra.
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Figura A.3: O´rbita el´ıptica.
Lo cual indica que el per´ıodo de una o´rbita el´ıptica es independiente de la excentricidad,
y depende u´nicamente de la longitud del semi-eje mayor. Este resultado es la formulacio´n
matema´tica de la Tercera Ley de Kepler: para cualquier planeta, el cuadrado de su per´ıodo
orbital es directamente proporcional al cubo de la longitud del semieje mayor de su o´rbita.
A.5. Velocidad
El vector velocidad relativa r˙ puede descomponerse en dos componentes: vr = vr ur y
v⊥ = v⊥ u⊥, donde ur es el vector normal que apunta en la direccio´n de r , mientras que u⊥
es el vector unitario que apunta en la direccio´n normal a r sobre el plano de la trayectoria,
en la direccio´n del movimiento de ms, denominada direccio´n azimutal. Reemplazando esta
definicio´n en (A.11)
r˙ = vr ur + v⊥ u⊥ (A.37)
En base a la definicio´n de h, (A.11)
h = r× r˙ = r ur × (vr ur + v⊥ u⊥) = r v⊥ h
h
(A.38)
y por tanto
v⊥ =
r
h
(A.39)
Por otra parte, puede verse que las componentes radial y azimutal de la velocidad, vr y
v⊥ esta´n dadas por
vr = r˙ (A.40)
v⊥ = r ν˙ (A.41)
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A partir de (A.39) y (A.27), se puede llegar a
v⊥ =
h
r
=
µ
h
(1 + e cos ν) (A.42)
∴ v⊥ =
µ
h
(1 + e cos ν) (A.43)
Por otra parte, derivando la ecuacio´n (A.27) se llega a
vr = r˙ =
h2
µ
e sen ν ν˙
(1 + e cos ν)2
(A.44)
y en base a (A.41), se llega a que
r˙ =
h2
µ
e sen ν
(1 + e cos ν)2
h
r2
(A.45)
Reemplazando nuevamente por (A.27), se llega a
vr =
µ
h
e sen ν (A.46)
A.6. Dependencia con el tiempo
En las ecuaciones analizadas hasta el momento se describe la trayectoria del movimiento
orbital, (A.27), sin que aparezca una relacio´n expl´ıcita con el tiempo; es decir, una relacio´n
que permita obtener los estados de posicio´n y velocidad del sate´lite (en principio, con respecto
a la trayectoria o plano orbital) en funcio´n del tiempo.
En base a (A.39) y (A.41), puede verse que
ν˙ =
dν
dt
=
h
r2
(A.47)
reemplazando por la ecuacio´n (A.27), se llega a
dν
dt
=
µ2
h3
(1 + e cos ν)2 (A.48)
la cual es una ecuacio´n diferencial de variables separables. Llamando t0 al tiempo en el que
el veh´ıculo se encuentra en el punto de anomal´ıa verdadera ν = ν0, puede plantearse
µ2
h3
(t− t0) =
∫ ν
ν0
dξ
(1 + e cos ξ)2
= (A.49)
=
1
(1− e2) 32
[
2 tan−1
(√
1− e
1 + e
tan
(
ξ
2
))
− e
√
1− e2 sen ξ
1 + e cos ξ
]∣∣∣∣∣
ν
ν0
(A.50)
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Definiendo
M , 2 tan−1
(√
1− e
1 + e
tan
(ν
2
))
− e
√
1− e2 sen ν
1 + e cos ν
(A.51)
M0 = 2 tan
−1
(√
1− e
1 + e
tan
(ν0
2
))
− e
√
1− e2 sen ν0
1 + e cos ν0
(A.52)
donde M se conoce como anomal´ıa media, y M0 es la anomal´ıa media al instante t0, se llega
a
M −M0 = µ
2
h3
(1− e2) 32 (t− t0) (A.53)
Utilizando la ecuacio´n (A.30), la ecuacio´n (A.53) puede reescribirse como
M −M0 =
√
µ
a3
(t− t0) (A.54)
y en base a (A.36)
M −M0 = 2π
T
(t− t0) (A.55)
y definiendo el movimiento medio
n ,
2π
T
(A.56)
tambie´n puede escribirse como
M −M0 = n (t− t0) (A.57)
En las ecuaciones (A.53), (A.54), (A.55) y (A.57) puede verse que la anomal´ıa media var´ıa
linealmente en el tiempo. Se corresponde a un cuerpo ficticio que se estuviera moviendo en
la trayectoria el´ıptica a una velocidad angular constante n.
En general resulta conveniente tomar t0 = tp, tiempo de pasaje por el perigeo. En este
caso: ν0 =M0 = 0.
En base a (A.51) puede intuirse que la anomal´ıa verdadera no var´ıa linealmente en funcio´n
del tiempo, y que resultar´ıa trabajoso obtener ν en funcio´n de M . Resulta ma´s conveniente
definir el a´ngulo auxiliar anomal´ıa exce´ntrica, E, como el a´ngulo con respecto a la l´ınea de
peria´psides formado por un objeto que se mueva en una o´rbita circular de radio igual al semi-
eje mayor de la elipse, a una velocidad tal que su coordenada x coincida con la del cuerpo en
la o´rbita el´ıptica, tal como se muestra en la figura A.49.
A partir de esta figura, puede verse que esta coordenada x esta´ dada por la distancia
entre los puntos O y V
dist{O,V } = a cosE = dist{O,F} + r cos ν = a e+ r cos ν (A.58)
∴ a cosE = a e+ r cos ν (A.59)
9Debe tenerse en cuenta que el marco de referencia utilizado no es el correspondiente a la o´rbita el´ıptica
(que tendr´ıa como origen el punto F ), sino que es el correspondiente a la ficticia o´rbita circular.
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Figura A.4: Vinculacio´n entre la anomal´ıa verdadera, ν, y la anomal´ıa exce´ntrica, E.
Utilizando (A.31) se llega a
cosE =
e+ cos ν
1 + e cos ν
(A.60)
A partir de (A.60) puede obtenerse
senE =
√
1− e2 sen ν
1 + e cos ν
(A.61)
Puede verse que10
tan
(
E
2
)
=
senE
1 + cosE
=
√
1− e2 sen ν
1 + e cos ν + e+ cos ν
=
√
1− e2 sen ν
(1 + e) (1 + cos ν)
(A.62)
∴ tan
(
E
2
)
=
√
1− e
1 + e
tan
(ν
2
)
(A.63)
De donde se obtiene que
E = 2 tan−1
(√
1− e
1 + e
tan
(ν
2
))
(A.64)
Finalmente, reemplazando (A.64) y (A.60) en (A.51), se obtiene
M = E − e senE (A.65)
10Utilizando la identidad trigonome´trica tan
(
θ
2
)
=
sen θ
1 + cos θ
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que se conoce como Ecuacio´n de Kepler. Esta es una ecuacio´n trascendental, que debe
resolverse por algu´n me´todo nume´rico como por ejemplo el me´todo de Newton-Raphson
(Burden y Faires, 2002). En general, para o´rbitas con baja excentricidad, conviene tomar
E0 =M como valor inicial para este me´todo iterativo.
Si se definen los vectores unitarios p y q que apuntan en la direccio´n del perigeo y al
punto de ν =
π
2
(coordenadas x e y del plano orbital), la posicio´n del sate´lite queda definida
por
r = r cos ν p+ r sen ν q (A.66)
r = a(cosE − e) p+ a
√
1− e2 senE q (A.67)
y la velocidad por
r˙ =
√
µa
r
(
senE p+
√
1− e2 cosE q
)
(A.68)
Por tanto, en funcio´n de por ejemplo los para´metros (a, e,M0, t0), mediante la ecuacio´n
(A.36) se obtiene el valor de T , y mediante la ecuacio´n (A.56) se obtiene n. Luego, para
un determinado instante t, mediante la ecuacio´n (A.57) se obtiene M y mediante (A.65) se
obtiene E para dicho instante. Luego, utilizando (A.67) y (A.68) se obtiene la posicio´n y
velocidad del sate´lite con respecto al plano orbital, en dicho instante.
A.7. O´rbitas en 3 dimensiones
Las ecuaciones orbitales anteriores permiten describir el comportamiento del sate´lite con
respecto al plano orbital. Para describir este comportamiento en un marco de referencia de
tres dimensiones, como el ECI, simplemente se define la orientacio´n de este plano orbital con
respecto a dicho marco. Esta orientacio´n se describe mediante tres rotaciones sucesivas en los
a´ngulos i, Ω y ω, denominados inclinacio´n, ascensio´n recta del nodo ascendente y argumento
de perigeo, respectivamente, que se esquematizan en la figura A.5.
y
z
x
h
Ω
ω
i
ν
r
Perigeo
Nodo Ascendente
Satélite
Figura A.5: Orientacio´n del plano orbital con respecto al marco ECI (a´ngulos Ω, ω e i).
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La inclinacio´n, i describe el a´ngulo entre el plano orbital y el plano ecuatorial (o, de
manera equivalente, entre el vector h y el eje z); la ascensio´n recta del nodo ascendente, Ω,
indica el a´ngulo entre el equinoccio vernal y el punto de la o´rbita en el que el sate´lite cruza
el ecuador de sur a norte, conocido como nodo ascendente; y el argumento de perigeo, ω,
indica el a´ngulo entre la direccio´n del nodo ascendente y la direccio´n del perigeo, medida en
el plano orbital. De esta manera, la matriz de rotacio´n que lleva del plano orbital al sistema
ECI, resulta11
Cip = Cz(−Ω)Cx(−i)Cz(−ω) = (A.69)
=


cos Ω − senΩ 0
senΩ cos Ω 0
0 0 1




1 0 0
0 cos i − sen i
0 sen i cos i




cosω − senω 0
senω cosω 0
0 0 1

 = (A.70)
=


cos Ω − senΩ 0
senΩ cos Ω 0
0 0 1




cosω − senω 0
cos i senω cos i cosω − sen i
sen i senω sen i cosω cos i

 = (A.71)
=


cΩ cω − sΩ c i sω − cΩ sω − sΩ c i cω sΩ s i
sΩ cω + cΩ c i sω − sΩ sω + cΩ c i cω − cΩ s i
s i sω s i cω c i

 (A.72)
La posicio´n y velocidad, expresadas en el marco ECI, ri y r˙i ,resultan
ri = Cipr
p (A.73)
r˙i = Cipr˙
p (A.74)
donde rp y r˙p representan la posicio´n y velocidad del sate´lite medidas en el marco del plano
orbital, ecuaciones (A.67) y (A.68).
11Donde se utiliza la notacio´n: Cx(θ) =
[
1 0 0
0 cos θ sen θ
0 − sen θ cos θ
]
, Cy(θ) =
[
cos θ 0 − sen θ
0 1 0
sen θ 0 cos θ
]
, Cz(θ) =[
cos θ sen θ 0
− sen θ cos θ 0
0 0 1
]
.
Ape´ndice B
Desempen˜o de EKF con GLONASS y
GPS-GLONASS
En este ape´ndice se compara el desempen˜o de los diferentes modelos utilizados para la
implementacio´n del EKF, en caso de utilizar mediciones del sistema GLONASS, y en caso de
utilizar mediciones de los sistemas GPS y GLONASS de manera conjunta; complementando
el ana´lisis realizado en el cap´ıtulo 8.
B.2. Sistema GLONASS
En las figuras B.1, B.2, B.3, B.4, B.5 y B.6 se presentan los resultados de los errores medios
cuadra´ticos y los residuos de pseudo-rango y delta-rango para los distintos modelos utilizados;
en cada caso con diferentes valores de “sinton´ıa” del filtro, considerando so´lo mediciones del
sistema GLONASS. En cada caso se indica el valor o´ptimo, tanto en
√
ǫ2p (error de posicio´n-
sesgo) como en
√
ǫ2v (error de velocidad-deriva). Para complementar, tambie´n se indica en
la gra´fica de residuos el punto correspondiente a dicho o´ptimo. En las tablas B.1 y B.2
se presentan estos valores o´ptimos. En la figura B.7, se toma el valor de σ
b¨
= 0,011, y se
comparan los errores obtenidos con los seis modelos presentados en funcio´n del valor de σx¨
(o´ σj).
En la figura B.8 se presentan, en trazo color rojo, los errores en las soluciones de posicio´n
y velocidad con EKF para el caso Cinema´tico I, sistema GLONASS, tomando σ
b¨
= 0,01, y
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0 (valor o´ptimo). En la misma figura tambie´n se presenta, en trazo color
azul, los errores en la solucio´n puntual de posicio´n y velocidad; nota´ndose el efecto de filtrado
en la solucio´n con EKF frente a la solucio´n puntual. Tambie´n se presenta, en trazo color
negro, el intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n, dado en cada caso por el elemento
1Que corresponde al o´ptimo, o es muy cercano al o´ptimo en todos los casos
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Enfoque O´ptimo σ
b¨
σx¨ (o´ σj)
√
ǫ2p σρ˘
Cin. I
Pos 1,00× 10−2 10,0 9,5579 × 10−1 2,9350
Vel 1,00× 10−2 5,5 9,5648 × 10−1 2,9350
Cin. II
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−2 9,5316 × 10−1 2,9351
Vel 1,00× 10−2 2,00× 10−2 9,5325 × 10−1 2,9351
Din. I
Pos 1,00× 10−2 6,00× 10−2 9,4380 × 10−1 2,9361
Vel 7,50× 10−3 4,00× 10−2 9,5982 × 10−1 2,9410
Din. II
Pos 1,25× 10−2 7,50× 10−4 4,8867 × 10−1 2,9706
Vel 1,00× 10−2 7,50× 10−4 4,8872 × 10−1 2,9713
Din. III
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−4 8,7778 × 10−1 2,9452
Vel 7,50× 10−3 2,50× 10−4 8,8149 × 10−1 2,9473
Din. IV
Pos 1,50× 10−2 2,50× 10−6 4,7647 × 10−1 2,9733
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−6 4,7707 × 10−1 2,9744
Tabla B.1: Resultados de comparacio´n de los diferentes modelos. Caso GLONASS.
correspondiente de la matriz P+k . Puede observarse que en general el error en la solucio´n con
EKF se mantiene dentro de los l´ımites establecidos por este intervalo.
En la figura B.9a se presentan los errores en las soluciones de sesgo y deriva. Adema´s, en
la figura B.9b se muestra el resultado de la correlacio´n normalizada (al valor de varianza) de
los residuos de post-filtrado. Se observa que los mismos son fuertemente no-correlacionados,
lo cual es esperable: si el filtrado es bueno, en los residuos de post-filtrado debe observarse el
efecto del ruido.
En las figuras B.10 y B.11 se presentan los resultados de error al implementar el modelo
Cinema´tico II, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,0× 10−2 (valor o´ptimo, en el
error de velocidad).
De igual manera, en las figuras B.12 y B.13 se presentan los resultados de error al
implementar el modelo Dina´mico I, tomando σ
b¨
= 7,5 × 10−3, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 4,0 × 10−2
(valor o´ptimo, en el error de velocidad); en las las figuras B.14 y B.15 se presentan los
resultados de error al implementar el modelo Dina´mico II, tomando σ
b¨
= 0,01, y σx¨ = σy¨ =
σz¨ = 7,5×10−4; en las figuras B.16 y B.17 se presentan los resultados de error al implementar
el modelo Dina´mico III, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5 × 10−4; y en las
figuras B.18 y B.19 se presentan los resultados de error al implementar el modelo Dina´mico
IV, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6. En todos los casos la sinton´ıa
seleccionada corresponde al valor o´ptimo en el error de velocidad.
Puede observarse como se reduce el error al seleccionar diferentes modelos, en
concordancia con lo observado en la figura B.7.
Los resultados del ana´lisis son similares a los expuestos en el caso GPS (seccio´n 8.3).
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Enfoque O´ptimo σb¨ σx¨ (o´ σj)
√
ǫ2v σ ˘˙ρ
Cin. I
Pos 1,00× 10−2 10,0 1,7739 × 10−1 2,3508 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 5,5 1,7733 × 10−1 2,3511 × 10−1
Cin. II
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−2 1,0806 × 10−1 2,7219 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,00× 10−2 1,0616 × 10−1 2,7558 × 10−1
Din. I
Pos 1,00× 10−2 6,00× 10−2 7,7129 × 10−2 2,7703 × 10−1
Vel 7,50× 10−3 4,00× 10−2 7,1561 × 10−2 2,8511 × 10−1
Din. II
Pos 1,25× 10−2 7,50× 10−4 1,8323 × 10−2 2,9683 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 7,50× 10−4 1,8102 × 10−2 2,9757 × 10−1
Din. III
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−4 4,0499 × 10−2 2,9606 × 10−1
Vel 7,50× 10−3 2,50× 10−4 4,0452 × 10−2 2,9686 × 10−1
Din. IV
Pos 1,50× 10−2 2,50× 10−6 2,0280 × 10−2 2,9615 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−6 1,9647 × 10−2 2,9756 × 10−1
Tabla B.2: Resultados de comparacio´n de los diferentes modelos. Caso GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo
(b) Velocidad-Deriva
Figura B.1: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Cinema´tico I, sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo
(b) Velocidad-Deriva
Figura B.2: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Cinema´tico II, sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo
(b) Velocidad-Deriva
Figura B.3: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo
(b) Velocidad-Deriva
Figura B.4: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico II, sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo
(b) Velocidad-Deriva
Figura B.5: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico III, sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo
(b) Velocidad-Deriva
Figura B.6: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.7: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de σx¨ (o σj) para los seis
modelos considerados, sistema GLONASS. En todos los casos se toma σb¨ = 0,01.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.8: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 5,5.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.9: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 5,5. Se presentan tambie´n las correlaciones de los residuos de
post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.10: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II,
sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 0,02.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.11: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el caso Cinema´tico II, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 0,02. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.12: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 7,5× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.13: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 7,5× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.14: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.15: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.16: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.17: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4. Se presentan tambie´n las
correlaciones de los residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.18: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.19: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6. Se presentan tambie´n las
correlaciones de los residuos de post-filtrado para este caso.
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Finalmente, en las figuras, B.20, B.21 y B.22 se presentan en trazo color rojo los errores
obtenidos en la solucio´n de aceleracio´n (no hay solucio´n puntual de aceleracio´n contra la cual
comparar) con los modelos Cinema´tico II, Dina´mico III y Dina´mico IV, respectivamente,
seleccionando en cada caso el valor de sinton´ıa que corresponde al o´ptimo error de velocidad.
Al igual que en las gra´ficas anteriores, tambie´n se presenta en trazo color negro el intervalo
±3σ teo´rico del error de estimacio´n, dado en cada caso por el elemento correspondiente de la
matriz P+k , observa´ndose que en general el error en la solucio´n con EKF se mantiene dentro
de los l´ımites establecidos por este intervalo.
En la comparacio´n de estas gra´ficas se debe tener en cuenta que corresponden al error
de estimacio´n de tres aceleraciones diferentes: en el modelo Cinema´tico II corresponde a
la estimacio´n de toda la aceleracio´n presente, en el modelo Dina´mico III corresponde a la
estimacio´n de la aceleracio´n no modelada al considerar un modelo de atraccio´n gravitatoria
dada por una Tierra con distribucio´n de masa uniforme, mientras que en el modelo Dina´mico
IV corresponde a la estimacio´n de la aceleracio´n no modelada al considerar un modelo de
atraccio´n gravitatoria que incorpora el efecto del te´rmino J2.
Figura B.20: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 0,02.
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Figura B.21: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4.
Figura B.22: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
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B.3. Uso conjunto de los sistemas GPS y GLONASS
En las figuras B.23, B.24, B.25, B.26, B.27 y B.28 se presentan los resultados de los errores
medios cuadra´ticos y los residuos de pseudo-rango y delta-rango para los distintos modelos
utilizados; en cada caso con diferentes valores de “sinton´ıa” del filtro, considerando mediciones
de ambos sistemas GPS y GLONASS. En cada caso se indica el valor o´ptimo, tanto en√
ǫ2p (error de posicio´n-sesgo) como en
√
ǫ2v (error de velocidad-deriva). Para complementar,
tambie´n se indica en la gra´fica de residuos el punto correspondiente a dicho o´ptimo. En las
tablas B.3 y B.4 se presentan estos valores o´ptimos. En la figura B.29, se toma el valor de
σ
b¨
= 0,012, y se comparan los errores obtenidos con los cuatro modelos presentados en funcio´n
del valor de σx¨ (o´ σj).
Enfoque O´ptimo σ
b¨
σx¨ (o´ σj)
√
ǫ2p σρ˘
Cin. I
Pos 1,00× 10−2 10,00 5,4912 × 10−1 2,9648
Vel 1,00× 10−2 7,00 5,4921 × 10−1 2,9648
Cin. II
Pos 1,00× 10−2 1,50× 10−2 5,4730 × 10−1 2,9649
Vel 1,00× 10−2 1,50× 10−2 5,4730 × 10−1 2,9649
Din. I
Pos 1,00× 10−2 7,50× 10−2 5,4615 × 10−1 2,9650
Vel 7,50× 10−3 3,50× 10−2 5,6279 × 10−1 2,9672
Din. II
Pos 1,50× 10−2 7,50× 10−4 2,9994 × 10−1 2,9785
Vel 1,00× 10−2 7,50× 10−4 3,0033 × 10−1 2,9788
Din. III
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−4 5,0430 × 10−1 2,9683
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−4 5,0430 × 10−1 2,9683
Din. IV
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−6 2,8767 × 10−1 2,9810
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−6 2,8767 × 10−1 2,9810
Tabla B.3: Resultados de comparacio´n de los diferentes modelos, utilizando los sistemas GPS y
GLONASS.
En la figura B.30 se presentan, en trazo color rojo, los errores en las soluciones de posicio´n
y velocidad con EKF para el caso Cinema´tico I, tomando los sistemas GPS y GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,0 (valor o´ptimo de velocidad). En la misma figura
tambie´n se presenta, en trazo color azul, los errores en la solucio´n puntual de posicio´n y
velocidad; nota´ndose el efecto de filtrado en la solucio´n con EKF frente a la solucio´n puntual.
Tambie´n se presenta, en trazo color negro, el intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n,
dado en cada caso por el elemento correspondiente de la matriz P+k . Puede observarse que
en general el error en la solucio´n con EKF se mantiene dentro de los l´ımites establecidos por
este intervalo.
En la figura B.31a se presentan los errores en las soluciones de sesgo y deriva. Adema´s, en
la figura B.31b se muestra el resultado de la correlacio´n normalizada (al valor de varianza) de
2Que corresponde al o´ptimo, o es muy cercano al o´ptimo en todos los casos
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Enfoque O´ptimo σ
b¨
σx¨ (o´ σj)
√
ǫ2v σ ˘˙ρ
Cin. I
Pos 1,00× 10−2 10,00 1,1496 × 10−1 2,7328 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 7,00 1,1496 × 10−1 2,7328 × 10−1
Cin. II
Pos 1,00× 10−2 1,50× 10−2 7,5626 × 10−2 2,8962 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 1,50× 10−2 7,5626 × 10−2 2,8962 × 10−1
Din. I
Pos 1,00× 10−2 7,50× 10−2 6,6010 × 10−2 2,8411 × 10−1
Vel 7,50× 10−3 3,50× 10−2 5,5917 × 10−2 2,9183 × 10−1
Din. II
Pos 1,50× 10−2 7,50× 10−4 1,4256 × 10−2 2,9770 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 7,50× 10−4 1,3655 × 10−2 2,9858 × 10−1
Din. III
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−4 2,9495 × 10−2 2,9766 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−4 2,9495 × 10−2 2,9766 × 10−1
Din. IV
Pos 1,00× 10−2 2,50× 10−6 1,4212 × 10−2 2,9859 × 10−1
Vel 1,00× 10−2 2,50× 10−6 1,4212 × 10−2 2,9859 × 10−1
Tabla B.4: Resultados de comparacio´n de los diferentes modelos, utilizando los sistemas GPS y
GLONASS.
los residuos de post-filtrado. Se observa que los mismos son fuertemente no-correlacionados,
lo cual es esperable: si el filtrado es bueno, en los residuos de post-filtrado debe observarse el
efecto del ruido.
En las figuras B.32 y B.33 se presentan los resultados de error al implementar el modelo
Cinema´tico II, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 1,5× 10−2 (valor o´ptimo, en el
error de velocidad).
De igual manera, en las figuras B.34 y B.35 se presentan los resultados de error al
implementar el modelo Dina´mico I, tomando σ
b¨
= 7,5 × 10−3, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 3,5 × 10−2
(valor o´ptimo, en el error de velocidad); en las las figuras B.36 y B.37 se presentan los
resultados de error al implementar el modelo Dina´mico II, tomando σ
b¨
= 0,01, y σx¨ = σy¨ =
σz¨ = 7,5×10−4; en las figuras B.38 y B.39 se presentan los resultados de error al implementar
el modelo Dina´mico III, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5 × 10−4; y en las
figuras B.40 y B.41 se presentan los resultados de error al implementar el modelo Dina´mico
IV, tomando σ
b¨
= 0,01, y σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6. En todos los casos la sinton´ıa
seleccionada corresponde al valor o´ptimo en el error de velocidad.
Puede observarse como se reduce el error al seleccionar diferentes modelos, en
concordancia con lo observado en la figura B.7.
Los resultados del ana´lisis son similares a los expuestos en el caso de tomar un u´nico
sistema, ya sea GPS (seccio´n 8.3) o´ GLONASS (seccio´n B.2).
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.23: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Cinema´tico I, sistemas GPS y GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.24: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Cinema´tico II, sistemas GPS y GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.25: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.26: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico II, sistemas GPS y GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.27: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.28: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de los elementos de Q
para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS.
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(a) Posicio´n-Sesgo.
(b) Velocidad-Deriva.
Figura B.29: Error medio cuadra´tico en las soluciones de posicio´n-sesgo y velocidad-deriva, y
residuos respectivos de pseudo-rango y delta-rango post-filtrado; en funcio´n de σx¨ (o σj) para los seis
modelos considerados, sistemas GPS y GLONASS. En todos los casos se toma σb¨ = 0,01.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.30: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el caso Cinema´tico I, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,0.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.31: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el caso Cinema´tico I, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,0. Se presentan tambie´n las correlaciones de los
residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.32: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II,
sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 1,5× 10−2.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.33: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el caso Cinema´tico II, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 1,5× 10−2. Se compara con la
solucio´n puntual (sesgo y deriva).
298 APE´NDICE B. DESEMPEN˜O DE EKF CON GLONASS Y GPS-GLONASS
(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.34: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 7,5× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 3,5× 10−2.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.35: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 7,5× 10−3, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 3,5× 10−2. Se presentan tambie´n las
correlaciones de los residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.36: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.37: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4. Se presentan tambie´n las correlaciones
de los residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.38: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.39: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4. Se presentan tambie´n las
correlaciones de los residuos de post-filtrado para este caso.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura B.40: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
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(a) Sesgo-Deriva.
(b) Correlacio´n normalizada.
Figura B.41: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6. Se presentan tambie´n las
correlaciones de los residuos de post-filtrado para este caso.
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Finalmente, en las figuras, B.42, B.43 y B.44 se presentan en trazo color rojo los errores
obtenidos en la solucio´n de aceleracio´n (no hay solucio´n puntual de aceleracio´n contra la cual
comparar) con los modelos Cinema´tico II, Dina´mico III y Dina´mico IV, respectivamente,
seleccionando en cada caso el valor de sinton´ıa que corresponde al o´ptimo error de velocidad.
Al igual que en las gra´ficas anteriores, tambie´n se presenta en trazo color negro el intervalo
±3σ teo´rico del error de estimacio´n, dado en cada caso por el elemento correspondiente de la
matriz P+k , observa´ndose que en general el error en la solucio´n con EKF se mantiene dentro
de los l´ımites establecidos por este intervalo.
En la comparacio´n de estas gra´ficas se debe tener en cuenta que corresponden al error
de estimacio´n de tres aceleraciones diferentes: en el modelo Cinema´tico II corresponde a
la estimacio´n de toda la aceleracio´n presente, en el modelo Dina´mico III corresponde a la
estimacio´n de la aceleracio´n no modelada al considerar un modelo de atraccio´n gravitatoria
dada por una Tierra con distribucio´n de masa uniforme, mientras que en el modelo Dina´mico
IV corresponde a la estimacio´n de la aceleracio´n no modelada al considerar un modelo de
atraccio´n gravitatoria que incorpora el efecto del te´rmino J2.
Figura B.42: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 1,5× 10−2.
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Figura B.43: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, y
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4.
Figura B.44: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, y σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6.
308 APE´NDICE B. DESEMPEN˜O DE EKF CON GLONASS Y GPS-GLONASS
Ape´ndice C
Comparacio´n de estrategias de filtrado con
GLONASS y GPS-GLONASS
Este Ape´ndice complementa el ana´lisis realizado en la seccio´n 8.4 de comparacio´n del
desempen˜o del EKF contra el PKF, en el caso de utilizar los dema´s modelos propuestos.
Los resultados obtenidos al utilizar el modelo Cinema´tico II se presentan en las figuras
C.1, C.2, C.3 y C.4 (mediciones de GPS); C.5, C.6, C.7 y C.8 (mediciones de GLONASS);
C.9, C.10, C.11 y C.12 (mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS.
Los resultados obtenidos al utilizar el modelo Dina´mico I se presentan en las figuras C.13,
C.14, C.15 y C.16 (mediciones de GPS); C.17, C.18, C.19 y C.20 (mediciones de GLONASS);
C.21, C.22, C.23 y C.24 (mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS.
Los resultados obtenidos al utilizar el modelo Dina´mico II se presentan en las figuras C.25,
C.26, C.27 y C.28 (mediciones de GPS); C.29, C.30, C.31 y C.32 (mediciones de GLONASS);
C.33, C.34, C.35 y C.36 (mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS.
Los resultados obtenidos al utilizar el modelo Dina´mico III se presentan en las figuras C.37,
C.38, C.39 y C.40 (mediciones de GPS); C.41, C.42, C.43 y C.44 (mediciones de GLONASS);
C.45, C.46, C.47 y C.48 (mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS.
Finalmente, los resultados obtenidos al utilizar el modelo Dina´mico IV se presentan en las
figuras C.49, C.50, C.51 y C.52 (mediciones de GPS); C.53, C.54, C.55 y C.56 (mediciones de
GLONASS); C.57, C.58, C.59 y C.60 (mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS.
En todos los casos se verifica que el desempen˜o de ambos esquemas de filtrado es similar,
complementando el ana´lisis presentado en 8.4.
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Figura C.1: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad, con
los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico II
con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.2: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad, cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico II con
mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.3: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en el
intervalo), utilizando el modelo Cinema´tico II con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.4: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Cinema´tico II con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.5: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad, con
los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico II
con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.6: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico II con
mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.7: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en el
intervalo), utilizando el modelo Cinema´tico II con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.8: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Cinema´tico II con mediciones GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.9: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad, con
los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico II
con mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.10: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Cinema´tico II con
mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.11: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Cinema´tico II con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.12: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Cinema´tico II con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.13: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico I
con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.14: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad, cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico I con
mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.15: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico I con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.16: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico I con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.17: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico I
con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.18: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico I con
mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.19: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico I con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.20: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico I con mediciones GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.21: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico I
con mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.22: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico I con
mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.23: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico I con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.24: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico I con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.25: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico II
con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.26: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad, cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico II con
mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.27: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico II con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.28: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico II con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.29: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico II
con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.30: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico II con
mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.31: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico II con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.32: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico II con mediciones GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.33: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico II
con mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.34: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico II con
mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.35: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico II con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.36: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico II con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.37: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico
III con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.38: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad, cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico III con
mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.39: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico III con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.40: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico III con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.41: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico
III con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.42: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico III con
mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.43: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico III con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.44: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico III con mediciones GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.45: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico
III con mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.46: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico III con
mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.47: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico III con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.48: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico III con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.49: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico
IV con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.50: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad, cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico IV con
mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.51: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico IV con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.52: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico IV con mediciones de GPS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.53: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico
IV con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
340APE´NDICEC. COMPARACIO´NDE ESTRATEGIAS DE FILTRADO CONGLONASS YGPS-GLONASS
Figura C.54: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico IV con
mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.55: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico IV con mediciones de GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.56: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico IV con mediciones GLONASS; tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.57: Comparacio´n de los errores instanta´neos cada 60 segundos de posicio´n y velocidad,
con los esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico
IV con mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
342APE´NDICEC. COMPARACIO´NDE ESTRATEGIAS DE FILTRADO CONGLONASS YGPS-GLONASS
Figura C.58: Comparacio´n de los errores de posicio´n y velocidad cuadra´ticos medios, con los
esquemas de filtrado EKF y PKF y con la solucio´n puntual, utilizando el modelo Dina´mico IV con
mediciones de GPS y GLONASS; tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
Figura C.59: Probabilidad de que un esquema sea peor que otro (mayor error cuadra´tico medio en
el intervalo), utilizando el modelo Dina´mico IV con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Figura C.60: Errores cuadra´ticos medios en todo el intervalo para las diferentes corridas de
simulacio´n, utilizando el modelo Dina´mico IV con mediciones de GPS y GLONASS; tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 6,0.
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Ape´ndice D
Escenario de simulacio´n “realista” GLONASS y
GPS-GLONASS
En este ape´ndice se compara el desempen˜o de los diferentes modelos utilizados para
la implementacio´n del EKF, en caso de perturbaciones de thrust y en caso de pe´rdida de
sate´lites (lo que denominamos un escenario de simulacio´n ma´s realista) al utilizar mediciones
del sistema GLONASS, y en caso de utilizar mediciones de los sistemas GPS y GLONASS
de manera conjunta; complementando el ana´lisis realizado en el cap´ıtulo 9.
D.2. Perturbaciones de Thrust
Consideramos las mismas perturbaciones de aceleracio´n por efecto de thrust que en las
utilizadas en la seccio´n 9.1, figura 9.1, y analizamos el comportamiento en caso de utilizar
mediciones del sistema GLONASS, y en caso de utilizar de forma conjunta mediciones de los
sistemas GPS y GLONASS.
Al realizar las simulaciones con esta perturbacio´n, no se observaron cambios significativos
en el desempen˜o tanto de los modelos Cinema´ticos I y II como del modelo Dina´mico I,
al utilizar las mismas sinton´ıas que en el caso ideal, analizado en el ape´ndice B. Esto
resulta totalmente esperable, ya que las magnitudes de las aceleraciones de la perturbacio´n
se encuentran por debajo de los valores de desviacio´n esta´ndar de ruido de modelo para estos
tres casos.
No obstante, al analizar el desempen˜o del modelo Dina´mico II con los valores de sinton´ıa
o´ptimos en el caso ideal, se observa el comportamiento descripto en las figuras D.1, D.2, D.3,
y D.4. Puede verse que en los instantes en los que existe aceleracio´n, dado que la perturbacio´n
excede ampliamente la modelada, el filtro correspondiente no es capaz de rechazarla y por
ende aparecen errores en las estimaciones tanto de posicio´n y sesgo como de velocidad y
deriva.
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Sin contar con informacio´n adicional, la u´nica forma de mitigar este efecto consiste en
aumentar la desviacio´n esta´ndar del ruido de perturbacio´n en el modelo. En las figuras D.5,
D.7, D.6 y D.8 se puede observar que al tomar un valor de σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0 × 10−2 se
logra un comportamiento aceptable de los filtros. Con ayuda de las figuras B.7 y B.29 puede
verse que con este valor de sinton´ıa, esta opcio´n de filtrado sigue mostrando un desempen˜o
superior al de los modelos Cinema´tico I, Cinema´tico II y Dina´mico I.
En las figuras D.9, D.10, D.11, D.12, D.13, D.14, D.15, D.16, D.17, D.18, D.19 y D.20 se
presenta el comportamiento de los modelos Dina´mico III y Dina´mico IV, cada uno con los
valores o´ptimos de sinton´ıa correspondientes. Se observa que mientras en el modelo Dina´mico
III la perturbacio´n afecta casi u´nicamente a la estimacio´n de aceleracio´n y es filtrada casi
completamente en los restantes estados, para el modelo Dina´mico IV la situacio´n es ana´loga a
la observada en el modelo Dina´mico II, es decir, en los instantes en los que existe aceleracio´n,
dado que la perturbacio´n excede ampliamente la modelada, el filtro correspondiente no es
capaz de rechazarla y por ende aparecen errores en las estimaciones tanto de posicio´n y sesgo,
de velocidad y deriva como de aceleracio´n.
Nuevamente, sin contar con informacio´n adicional, la u´nica forma de mitigar este efecto
consiste en aumentar la desviacio´n esta´ndar del ruido de perturbacio´n en el modelo. En
las figuras D.21, D.22, D.23, D.24, D.25 y D.26 se puede observar que al tomar un valor de
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5×10−4 se logra un comportamiento aceptable del filtro. Volviendo
a las figuras B.7 y B.29 puede verse que con este valor de sinton´ıa, el desempen˜o del modelo
Dina´mico IV es pra´cticamente igual al que se obtiene con el modelo Dina´mico III.
Si bien en las figuras B.7 y B.29 no se observa en detalle, el desempen˜o de estos tres
modelos (Dina´mico II, III y IV) cada uno con los valores de sinton´ıa que permiten mitigar el
efecto de esta perturbacio´n resulta pra´cticamente el mismo. Una comparacio´n ma´s rigurosa
de este aspecto requiere un ana´lisis ma´s detallado que supere el puramente cualitativo hecho
previamente1, y que excede los objetivos de este ape´ndice.
Por supuesto, al igual que en el caso de mediciones con el sistema GPS, en caso de contar
con informacio´n adicional sobre los instantes de aplicacio´n de las perturbaciones, se podr´ıa
proponer una estrategia que aumente la desviacio´n esta´ndar del ruido de modelo en dichos
instantes, lo cual lograr´ıa un desempen˜o superior.
1Es decir, establecer alguna me´trica que permita cuantificar el desempen˜o de cada modelo ante
perturbaciones.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.1: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.2: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistemas GPS
y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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Figura D.3: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura D.4: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.5: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0× 10−2; en caso de perturbaciones de thrust.
D.2. PERTURBACIONES DE THRUST 351
(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.6: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistemas GPS
y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0× 10−2; en caso de perturbaciones de thrust.
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Figura D.7: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0× 10−2; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura D.8: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−), e
intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 2,0× 10−2; en caso de perturbaciones de thrust.
D.2. PERTURBACIONES DE THRUST 353
(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.9: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con EKF
(−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de
thrust.
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Figura D.10: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de
thrust.
Figura D.11: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.12: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III,
sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de
perturbaciones de thrust.
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Figura D.13: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de
thrust.
Figura D.14: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.15: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de
thrust.
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Figura D.16: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura D.17: Error en las soluciones aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de
estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.18: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de
perturbaciones de thrust.
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Figura D.19: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de
thrust.
Figura D.20: Error en las soluciones aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de
estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.21: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de
thrust.
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Figura D.22: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
Figura D.23: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.24: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con la solucio´n puntual (−) y con
EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas
GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de
perturbaciones de thrust.
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Figura D.25: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de
thrust.
Figura D.26: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de perturbaciones de thrust.
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D.3. Pe´rdida de Sate´lites. Caso GLONASS
Al igual que lo analizado en el caso de utilizar mediciones de u´nicamente el sistema GPS,
seccio´n 9.2, analizaremos como operan las estrategias de filtrado en situaciones de pe´rdida
de sate´lites en el caso de utilizar mediciones del sistema GLONASS. Para ello se plantea
un escenario en el que se cuenta con un ma´ximo de tan solo cuatro sate´lites GLONASS
disponibles en todo instante. Adema´s, en determinados instantes se reduce la cantidad de
sate´lites por debajo de este nu´mero, como se muestra en la figura D.27.
Figura D.27: Cantidad de sate´lites visibles del sistema GLONASS.
En las figuras D.28 y D.29 se presentan los resultados de error de estimacio´n que se
obtienen utilizando el modelo Cinema´tico I en esta situacio´n. A modo de comparacio´n,
tambie´n se incluye el resultado de solucio´n puntual, pero considerando en este caso que en
todos los instantes se cuenta con cuatro sate´lites2, ya que en caso contrario no ser´ıa posible
obtener la solucio´n puntual.
Se observa que en los intervalos en los que se tiene pe´rdida de sate´lites el error de
estimacio´n se incrementa notoriamente. U´nicamente en los casos en los que se cuenta con
3 sate´lites podemos considerar que el error resulta aceptable (se prefiere no aumentar los
l´ımites de graficacio´n para que se note en detalle este caso).
En las figuras D.30, D.31 y D.32 se presentan los resultados para el modelo Cinema´tico
II. Se observa que si bien el error es menor que en el caso anterior, el comportamiento resulta
poco aceptable.
En las figuras D.33 y D.34 se presentan los resultados para el modelo Dina´mico I. Se
observa que en este caso el desempen˜o es muy superior, mantenie´ndose el error de velocidad
pra´cticamente por debajo del error en la solucio´n puntual.
Finalmente, en las figuras D.35, D.36, D.37, D.38, D.39, D.40, D.41 y D.42 se presentan
2En caso que para el EKF se utilicen cuatro sate´lites, son los mismos que los utilizados en la solucio´n
puntual. En caso que en el EKF se cuente con menos de cuatro sate´lites, estos son un subconjunto de los
cuatro utilizados en la solucio´n puntual.
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los resultados para los modelos Dina´mico II, Dina´mico III y Dina´mico IV. En primer lugar
se puede observar que mientras en los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV pra´cticamente no
se altera el comportamiento, quedando casi en todos los casos el intervalo ±3σ teo´rico por
debajo del error en la solucio´n puntual. El comportamiento observado se explica en funcio´n
de la mayor exactitud del modelo implementado en el EKF, que permite confiar en el mismo
au´n en ausencia de mediciones.
En segundo lugar se observa que si bien el modelo Dina´mico III presenta un peor
comportamiento que estos dos anteriores, su desempen˜o es mucho mejor que el logrado por
el modelo Dina´mico I. Si bien en este caso el modelo es de menor exactitud, contar con una
estimacio´n de la aceleracio´n permite propagar los estados con un error menor (durante un
intervalo corto de tiempo), au´n en ausencia de mediciones.
Para apreciar mejor el comportamiento de la solucio´n filtrada, en las figuras D.43, D.44,
D.45, D.46 y D.47 se muestra el error para los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV con otros
ma´rgenes de graficacio´n.
A partir de este ana´lisis se evidencia un comportamiento similar al observado en la seccio´n
9.2 para el caso de utilizar el sistema GPS.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.28: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 5,5; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura D.29: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 5,5; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.30: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,02; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura D.31: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,02; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
Figura D.32: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,02; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.33: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con la
solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura D.34: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS,
tomando σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,04; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el
error obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.35: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con
la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura D.36: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido con
la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.37: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura D.38: Error en las soluciones de sesgo y deriva con la solucio´n puntual (−) y con EKF (−),
e intervalo ±3σ teo´rico del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema
GLONASS, tomando σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; ; en caso de pe´rdida de sate´lites.
Se muestra tambie´n el error obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
Figura D.39: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; ; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.40: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
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Figura D.41: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 4 sate´lites (−).
Figura D.42: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.43: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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Figura D.44: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.45: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. (Ampliacio´n).
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Figura D.46: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
Figura D.47: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistema GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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D.4. Pe´rdida de Sate´lites. Caso GPS y GLONASS
Al igual que lo analizado en el caso de utilizar mediciones de u´nicamente el sistema GPS,
seccio´n 9.2, o en caso de utilizar mediciones de u´nicamente el sistema GLONASS, seccio´n D.3,
analizaremos como operan las estrategias de filtrado en situaciones de pe´rdida de sate´lites
en el caso de utilizar mediciones conjuntas de los sistemas GPS y GLONASS. Para ello se
plantea un escenario en el que se cuenta con un ma´ximo de tan solo cinco sate´lites, tres de
GPS y dos de GLONASS disponibles en todo instante. Adema´s, en determinados instantes
se reduce la cantidad de sate´lites por debajo de este nu´mero, como se muestra en la figura
D.48.
Figura D.48: Cantidad de sate´lites visibles de los sistemas GPS y GLONASS.
En las figuras D.49 y D.50 se presentan los resultados de error de estimacio´n que se
obtienen utilizando el modelo Cinema´tico I en esta situacio´n. A modo de comparacio´n,
tambie´n se incluye el resultado de solucio´n puntual, pero considerando en este caso que
en todos los instantes se cuenta con cinco sate´lites3, ya que en caso contrario no ser´ıa posible
obtener la solucio´n puntual.
Se observa que en los intervalos en los que se tiene pe´rdida de sate´lites el error de
estimacio´n se incrementa notoriamente. U´nicamente en los casos en los que se cuenta con
4 o´ 3 sate´lites podemos considerar que el error resulta aceptable (se prefiere no aumentar los
l´ımites de graficacio´n para que se note en detalle este caso).
En las figuras D.51, D.52 y D.53 se presentan los resultados para el modelo Cinema´tico
II. Se observa que si bien el error es menor que en el caso anterior, el comportamiento resulta
poco aceptable.
En las figuras D.54 y D.55 se presentan los resultados para el modelo Dina´mico I. Se
observa que en este caso el desempen˜o es muy superior, mantenie´ndose el error de velocidad
pra´cticamente por debajo del error en la solucio´n puntual.
3En caso que para el EKF se utilicen cinco sate´lites, son los mismos que los utilizados en la solucio´n puntual.
En caso que en el EKF se cuente con menos de cinco sate´lites, e´stos son un subconjunto de los cinco utilizados
en la solucio´n puntual.
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Finalmente, en las figuras D.56, D.57, D.58, D.59, D.60, D.61, D.62 y D.63 se presentan
los resultados para los modelos Dina´mico II, Dina´mico III y Dina´mico IV. En primer lugar
se puede observar que mientras en los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV pra´cticamente no
se altera el comportamiento, quedando casi en todos los casos el intervalo ±3σ teo´rico por
debajo del error en la solucio´n puntual. El comportamiento observado se explica en funcio´n
de la mayor exactitud del modelo implementado en el EKF, que permite confiar en el mismo
au´n en ausencia de mediciones.
En segundo lugar se observa que si bien el modelo Dina´mico III presenta un peor
comportamiento que estos dos anteriores, su desempen˜o es mucho mejor que el logrado por
el modelo Dina´mico I. Si bien en este caso el modelo es de menor exactitud, contar con una
estimacio´n de la aceleracio´n permite propagar los estados con un error menor (durante un
intervalo corto de tiempo), au´n en ausencia de mediciones.
Para apreciar mejor el comportamiento de la solucio´n filtrada, en las figuras D.64, D.65,
D.66, D.67 y D.68 se muestra el error para los modelos Dina´mico II y Dina´mico IV con otros
ma´rgenes de graficacio´n.
A partir de este ana´lisis se evidencia un comportamiento similar al observado en la seccio´n
9.2 para el caso de utilizar el sistema GPS, y D.3 para el caso de utilizar el sistema GLONASS.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.49: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,0; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido
con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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Figura D.50: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico I, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,0; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error obtenido
con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.51: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,015; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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Figura D.52: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,015; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
Figura D.53: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Cinema´tico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,015; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.54: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,035; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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Figura D.55: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 0,035; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.56: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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Figura D.57: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el error
obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.58: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el
error obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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Figura D.59: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; ; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n
el error obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
Figura D.60: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico III, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−4; ; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.61: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el
error obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
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Figura D.62: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. Se muestra tambie´n el
error obtenido con la solucio´n puntual con 5 sate´lites (−).
Figura D.63: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites.
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.64: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico II, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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Figura D.65: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico I, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σx¨ = σy¨ = σz¨ = 7,5× 10−4; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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(a) Posicio´n.
(b) Velocidad.
Figura D.66: Error en las soluciones de posicio´n y velocidad con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico
del error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites. (Ampliacio´n).
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Figura D.67: Error en las soluciones de sesgo y deriva con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del
error de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando
σb¨ = 0,01, σj = σ
...
x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
Figura D.68: Error en las soluciones de aceleracio´n con EKF (−), e intervalo ±3σ teo´rico del error
de estimacio´n (−); para el modelo Dina´mico IV, sistemas GPS y GLONASS, tomando σb¨ = 0,01,
σj = σ...x = σ...y = σ...z = 2,5× 10−6; en caso de pe´rdida de sate´lites (Ampliacio´n).
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